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Prüfung, mit LösungenM.Gruber14.Juli 2010, 10:30{12:00, R0.012 (13)1. (16 Punkte) Zeitdiskretes MartingalSei (
;F ; P ) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum, (Fk)k2N eine Filtration, (Sk)k2N ein Martingal bez�ugli
h(Fk)k2N und Xk = 1 + X0�i<k i � (Si+1 � Si):Zeigen Sie, dass (Xk)k2N ein Martingal ist.
Lösung� E(Xk+1 j Fk) = E(k � (Sk+1 � Sk) +Xk j Fk) = k �E(Sk+1 � Sk j Fk) +E(Xk j Fk) (Linearit�at derbedingten Erwartung).� E(Sk+1�Sk j Fk) = E(Sk+1 j Fk)�E(Sk j Fk) = Sk�Sk = 0 (Linearit�at der bedingten Erwartungund Martingaleigens
haft).� E(Xk j Fk) = Xk (denn Xk ist Fk-messbar).� Somit ist gezeigt: E(Xk+1 j Fk) = Xk.� E(Xk+l j Fk) = Xk folgt dur
h iteriertes Bedingen (iterated 
onditioning).2. (16 Punkte) Sto
hastis
hes Kalk�ulSei (
;F ; P ) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum, (F(t))t�0 eine Filtration, (B(t))t�0 eine Browns
heBewegung bez�ugli
h (F(t))t�0.Sei x > 0 und X(t) = (x1=3 + 13B(t))3:Der Prozess (X(t))t�0 erf�ullt die sto
hastis
he Di�erentialglei
hungdX(t) = aX(t)b dt+ 
X(t)d dB(t)mit geeigneten KoeÆzienten a; b; 
; d.Wie lauten diese KoeÆzienten?
Lösung� X(t) = f(t; B(t)) mit f(t; s) = (x1=3 + (1=3)s)3.� ft(t; s) = 0, fs(t; s) = (x1=3 + (1=3)s)2, fss(t; s) = (2=3)(x1=3 + (1=3)s).� dX(t) = ft(t; B(t)) dt+ fs(t; B(t)) dB(t) + (1=2)fss(t; B(t)) dt.1



� ft(t; B(t)) = 0, fs(t; B(t)) = X(t)2=3, (1=2)fss(t; B(t)) = (1=3)X(t)1=3.� dX(t) = (1=3)X(t)1=3 dt+X(t)2=3 dB(t).� a = 13 ; b = 13 ; 
 = 1; d = 23 .3. (16 Punkte) Lineare sto
hastis
he Di�erentialglei
hungGegeben ist das AnfangswertproblemdX(t) = �1tX(t) dt+ t dB(t); X(0) = 0: (1)a) L�osen Sie (1).b) Bere
hnen Sie EX(t).Tipp Das ist (notfalls) au
h m�ogli
h, ohne (1) zu l�osen.
) Bere
hnen Sie VarX(t).Tipp Das ist (notfalls) au
h m�ogli
h, ohne (1) zu l�osen.
Lösunga) � Die Di�erentialglei
hung ist linear im engeren Sinn (� = 0) mit variablem �.� Es ist �(t) = �(1=t), �(t) = 0, �(t) = t und X0 = 0.� Na
h 11.1.2., Formel (4), der Vorlesung gilt mit den vorliegenden Werten f�ur �; �; �;X0:X(t) = Z t0 eR ts (�1=u) dus dB(s) = Z t0 e� ln(t=s)s dB(s) = 1t Z t0 s2 dB(s):b) EX(t) = E 1t R t0 s2 dB(s) = 0Bemerkung Aus (1) folgt unmittelbar EX(t) = � R t0 (1=s)EX(s) ds. Man kann f�ur f(t) = EX(t)au
h direkt das Anfangswertproblem _f(t) = �(1=t)f(t); f(0) = 0 l�osen.
) VarX(t) = 1t2 R t0 s4 ds = 15 t3.Bemerkung Aus (1) folgt mit Itô-Kalk�ul EX(t)2 = � R t0 ((2=s)EX(s)2 + s2) ds. Man kann f�urg(t) = EX(t)2 au
h direkt das Anfangswertproblem _g(t) = �(2=t)g(t) + t2; g(0) = 0 l�osen.4. (16 Punkte) Bla
k-S
holesSeien A1(t) = er1t ein e-Bond und A2(t) = er2t ein US-$-Bond. Das We
hselkursrisiko aus Si
hteines europ�ais
hen Investors sei in Form einer geometris
hen Browns
hen Bewegung modelliert:E(t) = E(0)e�t+�B(t). Ein europ�ais
her Investor kann entweder in den risikofreien e-Bond A1(t)oder in den risikobehafteten US-$-Bond S(t) = E(t)A2(t) investieren.Betra
hten Sie eine Option, die einem europ�ais
hen Investor das Re
ht gibt, einen US-$ f�ur pezu einem bestimmten Zeitpunkt T > 0 zu kaufen. SeiC(t) = '(t)S(t) +  (t)A1(t)der selbst�nanzierende Portfolioprozess, der den fairen Preis dieser Option im Sinne von Bla
k-S
holes darstellt.Dr�u
ken Sie die Eigens
haft \selbst�nanzierend" in einer FormeldC(t) = : : : dt+ : : : dB(t)aus.
Lösung 2



� S(t) = E(t)A2(t) = E(0)e(r2+�)t+�B(t),� dS(t) = (r2 + �+ �2=2)S(t) dt+ �S(t) dB(t),� dA1(t) = r1A1(t) dt,� dC(t) = '(t) dS(t) +  (t) dA1(t) = ('(t)(r2 + �+ �2=2)S(t) +  (t)r1A1(t)) dt+ '(t)�S(t) dB(t).5. (16 Punkte) Doob-KolmogorovSei R(t) = R(0) + �e�t Z t0 es dB(s)mit � > 0.a) Wel
he sto
hastis
he Di�erentialglei
hung gilt f�ur R?b) Hat der Prozess (R(t))t�0 die mean-reversion-Eigens
haft?
) Bere
hnen Sie limt!1VarR(t).d) S
h�atzen Sie die Wahrs
heinli
hkeitP ( max0�t�T(R(t)�R(0)) � 2�)mit Hilfe der Doob-Kolmogorov-Unglei
hung na
h oben ab.
Lösunga) � dR(t) = d(X(t)Y (t)) mit X(t) = �e�t und Y (t) = R t0 es dB(s).� dX(t) = ��e�t dt, dY (t) = et dB(t).� d(X(t)Y (t)) = X(t) dY (t) + Y (t) dX(t) (Itô-Korrektur entf�allt).� X(t) dY (t) = � dB(t), Y (t) dX(t) = ��e�t R t0 es dB(s) = �R(t) dt.� dR(t) = �R(t) dt+ � dB(t).b) Ja: limt!1 ER(t) = R(0). ((R(t))t�0 ist ein Martingal).
) (Mit Itô-Isometrie:) VarR(t) = �2e�2t R t0 e2s ds = �22 (1� e�2t)! �22 .d) P (max0�t�T (R(t)�R(0)) � 2�) � 14�2 E(R(T )�R(0))2 = 14�2 VarR(T ) = 18 (1� e�2T ).6. (16 Punkte) GirsanovSei (
;F ; P ) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum, (F(t))t�0 eine Filtration und (B(t))t�0 eine Brown-s
he Bewegung bez�ugli
h (F(t))t�0.Der Prozess S = (S(t))t2[0;T ℄ sei de�niert dur
hS(t) = S(0)e(���2=2)t+�B(t)mit � > 0, � > 0 und S(0) > 0.a) Wel
he sto
hastis
he Di�erentialglei
hung gilt f�ur S?b) Warum ist S kein P -Martingal?
) Angenommen, die Zinsrate r > 0 ist konstant und stimmt mit � �uberein: � = r.Was bedeutet dies f�ur den Risiko-Marktpreis �(t)?d) Sei � = r wie in 6
.Mit wel
her Funktion D(t) ist der Prozess D(t)S(t) ein Martingal?3



Lösunga) dS(t) = �S(t) dt+ �S(t) dB(t).b) ES(t) ist ni
ht konstant: ES(t) = ES(0) + � R t0 ES(u) du) ES(t) = ES(0)e�t.
) �(t) = ��r� = 0.d) D(t) = e�rt.
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