
Singulärwert-Zerlegungna
h G.Strang, MIT OpenCourseWare 18.06 Linear Algebra, Le
ture 29
M. Gruber14.01.2009Zusammenfassung

Diagonalisierung A = U�V T beliebiger Matrizenmit U orthogonal, � diagonal, V orthogonal.

M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare Algebra
Beispiel 1. [A invertierbar℄266664 4 4�3 3377775 = 2666641 00 1377775 2666644p2 00 3p2377775 266664 1p2 � 1p21p2 1p2 377775T
Wie �ndet man diese Singulärwert-Zerlegung?
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraDiagonalisiere ATA und ATA!Angenommen, es gibt eine Faktorisierung
A = U�V T

mit Orthogonalmatrizen U; V und einer Diagonalmatrix �. Wie �ndet man U; V;�?1. ATA = V �UTU�V T = V �2V T .Ni
hts anderes als die Diagonalisierung von ATA! ATA ist symmetris
h, hat also orthogonaleEigenvektoren (sie können zumindest orthogonal gewählt werden). ATA ist positiv semide�nit,hat also ni
htnegative Eigenwerte. Dazu passen die Vorzei
hen der Diagonalelemente von �2.2. AAT = U�V TV �UT = U�2UT .Ni
hts anderes als die Diagonalisierung von AAT !. . . 2
M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare Algebra
Beispiel 1. [Fortsetzung℄

ATA = 26664 4 4�3 337775T 26664 4 4�3 337775 = 2666425 77 2537775 :
�21 = 32; v1 = 266641=p21=p237775 ; �22 = 18; v2 = 26664�1=p21=p2 37775 :AAT = 26664 4 4�3 337775 26664 4 4�3 337775T = 2666432 00 1837775 :�21 = 32; u1 = 266641037775 ; �22 = 18; u2 = 266640137775 :26664 4 4�3 337775 266641=p21=p237775 = 4p2 266641037775 ; 26664 4 4�3 337775 26664�1=p21=p2 37775 = 3p2 266640137775) AV = �U; ok!
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare Algebra
Beispiel 2. [A singulär℄ A = 266644 38 637775.

ATA = 2666480 6060 4537775 ; �21 = 125; v1 = 266644=53=537775 ; �22 = 0; v2 = 26664�3=54=5 37775 :
AAT = 2666425 5050 10037775 ; �21 = 125; u1 = 266641=p52=p537775 ; �22 = 0; u2 = 26664�2=p51=p5 37775 :266644 38 637775 266644=53=537775 = 5p5 266641=p52=p537775 ; 266644 38 637775 26664�3=54=5 37775 = 266640037775 ; ok!

A = 266641=p5 �2=p52=p5 1=p5 37775 266645p5 00 037775 26664 4=5 3=5�3=5 4=537775 = 266641=p52=p537775 "5p5# "4=5 3=5# :
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraMathemati
a-BeispielIn[1℄:= a={{4.,3.},{8.,6.}}Out[1℄= {{4., 3.}, {8., 6.}}In[2℄:= {u,w,v}=SingularValueDe
omposition[a℄Out[2℄= {{{-0.447214, -0.894427}, {-0.894427, 0.447214}},> {{11.1803, 0.}, {0., 0.}}, {{-0.8, -0.6}, {-0.6, 0.8}}}In[3℄:= u.w.Transpose[v℄Out[3℄= {{4., 3.}, {8., 6.}}
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraAnwendung: Bilddatenreduktion

210� 270-Pixelmatrix. . . . . . reduziert auf die zehn gröÿten Singulärwerte�Otto Lilienthal und sein Einde
ker (1893)� (Auss
hnitt),Quelle: http://germanhistorydo
s.ghi-d
.org
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraSVD-Rezept
Gegeben sei eine m� n-Matrix A mit rankA = r.� Finde Eigenwerte �21; : : : ; �2r von ATA.� �nde Orthonormalbasis v1; : : : ; vr aus Eigenvektoren von ATA für C(AT );� �nde Orthonormalbasis u1; : : : ; ur aus Eigenvektoren von AAT für C(A).� sorge dafür, dass Avi = �iui; i = 1; : : : ; r ist (�i > 0; ggf. Vorzei
hen derVektoren anpassen).
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