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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraKonjugation komplexer Zahlen
1. Für z = a+ ib ist z� = a� ib die zu z konjugiert-komplexe Zahl.2. Es gilt (z1 + z2)� = z�1 + z�2 und (z1z2)� = z�1z�2.3. Für z = a+ ib gilt zz� = a2 + b2 = jzj2.4. Für Vektoren und Matrizen wird die Konjugation komponentenweise dur
hgeführt,5. Für x 2 C

n ist x�Tx = P1�k�n x�kxk = jjxjj2.6. jjxjj ist die Länge des Vektors x.
1



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraSymmetris
he reelle Matrizen
Satz. Eine reelle, symmetris
he Matrix hat auss
hlieÿli
h reelle Eigenwerte.Beweis Sei A reell, AT = A und Ax = �x. (� und x können komplex sein.)Linksmultiplikation der Glei
hung Ax = �x mit x�T liefert. (a) x�TAx = �x�Tx.Konjugation und Transposition der Glei
hung Ax = �x liefert x�TA = ��x�T . (A ist reell!)Multipliziert man ans
hlieÿend von re
hts mit x, erhält man (b) x�TAx = ��x�Tx.Verglei
h von (a) und (b) ergibt: � ist reell. �Satz. Die Eigenvektoren zu vers
hiedenen Eigenwerten einer reellen, symmetris
henMatrix sind orthogonal.Beweis Sei Ax = �x und Ay = �y mit � 6= �. Es ist �yTx = yTAx und �yTx = yTAx.Wegen � 6= � muss yTx = 0 sein. �2
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Satz. Sei A reell und symmetris
h.Hat A n vers
hiedene Eigenwerte, dann kann eine Eigenvektormatrix Q mit QTQ = Igewählt werden; es gilt dann A = Q�QT : (1)Mit Q = [ q1 ::: qn ℄ bedeutet (1)

A = �1q1qT1 + : : :+ �1qnqTn ; (2)
d.h. A ist eine Linearkombination paarweise orthogonaler Projektoren.
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De�nition. Eine reelle symmetris
he Matrix ist positiv de�nit, wenn ihre sämtli
henEigenwerte positiv sind (äquivalent: wenn ihre sämtli
hen Pivotelemente positiv sind).Satz. Die Determinante einer symmetris
hen positiv de�niten Matrix ist positiv.Dieser Satz ist ni
ht so einfa
h umkehrbar:Beispiel. 26664�1 00 �337775.Satz. Sind alle Subdeterminanten einer symmetris
hen Matrix positiv, dann ist dieMatrix positiv de�nit.
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hiedene Tests auf positive De�nitheit
1. Sind alle Eigenwerte positiv?2. Sind alle Subdeterminanten positiv?3. Sind alle Pivots positiv?4. Ist xTAx > 0 für alle x 6= 0?
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Beispiel. A = 266645 22 337775 (positiv de�nit).1. Charakteristis
he Glei
hung det(A� �I) = 0 lösen:�2 � 8|{z}tra
eA�+ 11|{z}detA = 0) � = 4�p5) � > 0:
2. Subdeterminanten bere
hnen: det "5# > 0 und detA = 11 > 0.3. Pivots bere
hnen: 5 > 0 und 11=5 > 0.4. Quadratis
he Form untersu
hen: xTAx > 0 für x 6= 0?xTAx = 5x21 + 4x1x2 + 3x22 = 5|{z}Pivot(x1 + 25x2)2 + 115|{z}Pivotx22 > 0:
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Beispiel. B = 266642 66 737775 (ni
ht positiv de�nit).1. Charakteristis
he Glei
hung det(B � �I) = 0 lösen:�2 � 13|{z}tra
eB ��22| {z }detB = 0) � 2 f11;�2g ) � 6> 0:
2. Subdeterminanten bere
hnen: det "2# > 0 und detB = �22 < 0.3. Pivots bere
hnen: 2 > 0 und �11 < 0.4. Quadratis
he Form untersu
hen: xTBx > 0 für x 6= 0?xTBx = 2x21 + 12x1x2 + 7x22 = 2|{z}Pivot(x1 + 3x2)2�11| {z }Pivot x22 6> 0:
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Beispiel. [n = 3℄ Ist C = 266666664 2 �1 0�1 2 �10 �1 2

377777775 positiv de�nit?
� det(C � �I) = �(�� 2)(�� (2 +p2))(�� (2�p2)) (alle Eigenwerte positiv).� det "2# = 2, det 26664 2 �1�1 2 37775 = 3, detC = 4 (alle Subdeterminanten positiv).� Pivots: 2, 32, 43 (alle positiv).� Quadratis
he Form: xTCx = 2x21�2x2x1+2x22+2x23�2x2x3 = 2(x1� 12x2)2+2(x3�12x2)2+x22.xTCx ist positiv für x 6= 0.
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