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Konjugation komplexer Zahlen

1. Fir z =a + b ist 2* = a — b die zu z konjugiert-komplexe Zahl.

2. Esgilt (21 + 22)* = 27 4+ 25 und (2125)* = 2723

3. Fiirz =a + b gilt zz* = a? +b? = |2|%.

4. Fiir Vektoren und Matrizen wird die Konjugation komponentenweise durchgefiihrt,
5. Firz € C"ist *1'z = S1cpen Thar = ||2] ]2

6. ||z|| ist die Lange des Vektors z.
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Symmetrische reelle Matrizen

Satz. Eine reelle, symmetrische Matrix hat ausschlieblich reelle Eigenwerte.

Beweis Sei A reell, AT = A und Az = Az. (X und z kénnen komplex sein.)
Linksmultiplikation der Gleichung Az = Az mit z*7 liefert. (a) z*T Az = \z*Tz.
Konjugation und Transposition der Gleichung Az = Az liefert T A = A\*z*T. (A ist reell!)

Multipliziert man anschlieBend von rechts mit z, erhilt man (b) z*T Az = A*z*Tz.

Vergleich von (a) und (b) ergibt: A ist reell. O

Satz. Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer reellen, symmetrischen

Matrix sind orthogonal.
Beweis Sei Az = Az und Ay = py mit A # . Esist pyTz = yT Az und A\yTz = yT Az.

Wegen X # u muss yTz = 0 sein. O
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Satz. Sei A reell und symmetrisch.

Hat A n verschiedene Eigenwerte, dann kann eine Eigenvektormatrix @ mit QT Q = I

gewahlt werden; es gilt dann
A=QAQT. (1)
Mit Q = [a1 - an | bedeutet (1)

A=XMqigi + ...+ Mdng,, (2)

d.h. A ist eine Linearkombination paarweise orthogonaler Projektoren.
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Positive Definitheit

Definition. Eine reelle symmetrische Matrix ist positiv definit, wenn ihre simtlichen

Eigenwerte positiv sind (dquivalent: wenn ihre samtlichen Pivotelemente positiv sind).
Satz. Die Determinante einer symmetrischen positiv definiten Matrix ist positiv.

Dieser Satz ist nicht so einfach umkehrbar:
—1 0

Beispiel. .
b 0 -3

Satz. Sind alle Subdeterminanten einer symmetrischen Matrix positiv, dann ist die

Matrix positiv definit.
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Vier verschiedene Tests auf positive Definitheit

1. Sind alle Eigenwerte positiv?
2. Sind alle Subdeterminanten positiv?
3. Sind alle Pivots positiv?

4. Ist ¥’ Az > 0 fiir alle z # 07
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Beispiel. A= (positiv definit).

1. Charakteristische Gleichung det(A — AI') = 0 lésen:

M- 8 A+ 1l =0=>X2=4+V5=1>0.

=~

trace A det A

2. Subdeterminanten berechnen: det [5] >0 unddet A =11 > 0.
3. Pivots berechnen: 5 >0 und 11/5 > 0.

4. Quadratische Form untersuchen: £T Az > 0 fiirz # 07

g’ Az = 5z7 + 4z120 4+ 325 = 5 (21 + 2z0)° 4+ Y 23 > 0.

5
. 5
Pivot Pivot
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Beispiel. B = (nicht positiv definit).

1. Charakteristische Gleichung det(B — AI) = 0 losen:

M- 13 A-22=0=2x€{11,-2}=> A }0.
trace B det B
2. Subdeterminanten berechnen: det [2] >0 unddet B=—-22<0.
3. Pivots berechnen: 2 > 0 und —11 < 0.

4. Quadratische Form untersuchen: £ Bz > 0 fiirz # 07

t’ Br = 222 + 122,25 + T2 = 2 (z1+ 3z,)* —11z3 # 0.

Pivot Pivot
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Beispiel. [n =3] IstC=|-1 2  —1| positiv definit?

det(C — M) = —(A — 2)(A — (2 + v/2))(A — (2 — V/2)) (alle Eigenwerte positiv).

det M = 2, det = 3, det C = 4 (alle Subdeterminanten positiv).

-1 2
e Pivots: 2,2, % (alle positiv).
e Quadratische Form: 7 Cz = 22} —2zox1 +223+ 223 — 229z3 = 2(21—522)°+2(z3—322)° + 5.

T Cz ist positiv fiir ¢ # 0.



