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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraProjektion mit einer OrthonormalbasisAngenommen, q1; : : : ; qn ist eine Orthonormalbasis (ONB) und Q = "q1 : : : qn#.Ein Vektor v soll bezügli
h der gegebenen ONB in der Form
v = 
1q1 + : : :+ 
nqn:

dargestellt (entwi
kelt) werden. Wie �ndet man die Koe�zienten 
1; : : : ; 
n?Ganz einfa
h: qTi v = 
1qTi q1 + : : :+ 
nqTi qn = 
i:Kurz: v = Q
; 
 = QTv:Dieses Konzept übertragen wir nun auf einen Funktionenraum.
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraEine ONB für 2�-periodis
he FunktionenBetra
hte die Funktionen (sie spielen jetzt die Rolle der Vektoren)
1p2� ; 1p� 
osx; 1p� sinx; : : : ; 1p� 
osnx; 1p� sinnx; : : :

Sie sind paarweise orthogonal (siehe Lemmata 1 und 2) bezügli
h des Skalarprodukts
(f; g) = Z ��� f(x)g(x) dx:

Sie haben Länge 1 (siehe Lemma 3) bezügli
h der Norm
jjf jj = (f; f)1=2 = �Z ��� f(x)2 dx�1=2 :
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hen Funktion f soll in der Form

f(x) = a0 + a1 
osx+ b1 sinx+ a2 
os 2x+ b2 sin 2x+ : : :
entwi
kelt werden. Wie lauten die Koe�zienten a0; a1; b1; : : :?

a0 = 1p2�( 1p2�; f) = 12� Z ��� f(x) dx;
an = 1p�( 1p� 
osnx; f) = 1� Z ��� f(x) 
osnxdx;bn = 1p�( 1p� sinnx; f) = 1� Z ��� f(x) sinnx dx:
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraLemma 1. Für m;n 2 N ist Z ��� sinmx 
osnxdx = 0Beweis u(x) = sinmx 
osnx ist eine ungerade Funktion: u(�x) = �u(x) und daherZ 0�� u(x) dx = � Z 0�� u(�x) dx:Variablentransformation (t = �x; dt = �dx) liefert (Integrationsgrenzen werden mittransformiert!)� Z 0�� u(�x) dx = Z 0� u(t) dt:Vertaus
hung der Integrationsgrenzen bedeutet Vorzei
henwe
hsel des (Riemann-)Integrals:Z 0� u(x) dx = � Z �0 u(x) dx:Die beiden Integralteile heben si
h also auf. �
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Lemma 2. Für m;n 2 N;m 6= n istZ ��� sinmx sinnxdx = 0 und Z ��� 
osmx 
osnxdx = 0Beweis Man integriere jeweils zweimal partiell:Z ��� sinmx sinnxdx = nm Z ��� 
osmx 
osnxdx= ( nm)2 Z ��� sinmx sinnxdx:Ebenso ist Z ��� 
osmx 
osnxdx = ( nm)2 Z ��� 
osmx 
osnxdx:Da nm 6= 1 ist, müssen die Integrale null sein. �

5



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare Algebra
Lemma 3. Für m 2 N;m > 0 istZ ��� sin2mxdx = � und Z ��� 
os2mxdx = �Beweis Wegen sin2mx+ 
os2mx = 1 istZ ��� 
os2mxdx+ Z ��� sin2mxdx = 2�:Auÿerdem sind die beiden Integrale glei
h groÿ. �
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a-Beispiel
Approximierende der Funktion f(x) = (x mod �=2)2 für n = 0; 4; 8; 12; 16; 20:
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