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Projektion mit einer Orthonormalbasis

Angenommen, ¢qi, . .., gy ist eine Orthonormalbasis (ONB) und @ = {ql co Qnl
Ein Vektor v soll beziiglich der gegebenen ONB in der Form

U=2CQq1+ ...+ CnQn.

dargestellt (entwickelt) werden. Wie findet man die Koeffizienten ¢y, ..., c,7?
Ganz einfach:

GV =1010] @1+ ...+ Cadi G = Ci.
Kurz:

v=Qc, c¢=Q%w.

Dieses Konzept iibertragen wir nun auf einen Funktionenraum.
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Eine ONB fiir 2m-periodische Funktionen
Betrachte die Funktionen (sie spielen jetzt die Rolle der Vektoren)

1 1 o
Jont Jx COS T, SINT, .. \/— osnm,\rsmnczs

Sie sind paarweise orthogonal (sieche Lemmata 1 und 2) beziiglich des Skalarprodukts

9) =", f(z)9(z) dz

Sie haben Lange 1 (siehe Lemma 3) beziiglich der Norm

171l = (f, )Y = (I, f(z)?dz)"?.
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Fourier-Reihen

Eine 2m-periodischen Funktion f soll in der Form
f(z) =ap+ajcosz + by sinz + a;cos 2z + bysin 2z + . . .

entwickelt werden. Wie lauten die Koeffizienten ag, ay, by, .. .7
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sinnz, f) =1 /" f(z)sinnz dz.

3!



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare Algebra

Lemma 1. Firm,n € N ist

™ .
/77r sinmzcosnzdz =0

Beweis  u(z) = sinma cos nz ist eine ungerade Funktion: u(—z) = —u(z) und daher

/ir u(z)dz = — /ir u(—z)dz.

Variablentransformation (¢ = —z,dt = —dz) liefert (Integrationsgrenzen werden mittransformiert!)

- /ir u(—z)dz = /: u(t) dt.

Vertauschung der Integrationsgrenzen bedeutet Vorzeichenwechsel des (Riemann-)Integrals:
0 T
/7r u(z)dz = —/0 u(z)dez.

Die beiden Integralteile heben sich also auf. O
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Lemma 2. Firm,n € N,m # n ist

T . . ™
/_7r sinmzsinnzdz =0 und /_7r cosmzcosnzdz =0

Beweis  Man integriere jeweils zweimal partiell:

™ . . n ™
/77r sinmzsinnzdz = /77r cos mz cos nz dz
n\2 [T . .
=(2) / sin mz sin nz dz.
m —T

. ™ ™
Ebenso ist /77r cosmz cosnz dz = (2)° /77r cos mz cos nz dz.

Da £ 1 ist, miissen die Integrale null sein. O
m
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Lemma 3. Firm € N,m > 0 ist
/:r sin®mzdz =7 und /:r cos’mzdr =
Beweis  Wegen sin®? mz + cos?>mz = 1 ist
/:r cos’ mz dz + /:r sin’ mz dz = 2.

AuBerdem sind die beiden Integrale gleich grols. O
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Mathematica-Beispiel

Approximierende der Funktion f(z) = (z mod 7 /2)? fir n = 0,4, 8,12, 16, 20:
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