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Beispiel 1. e Zustandsraum: {1,2}.

o Ubergangswahrscheinlichkeiten:

0.9 0.2
0.8

P(1~1)=10.9 P(2~1)=0.2
P(1~2)=01 P(2~2)=0.8

d.h. man hat die Ubergangsmatrix

e Angenommen, das System ist zu Beginn im Zustand 2.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist es im Zustand 1 bzw. 2

— ... nach 100 Schritten?

— . . nach “oc0” vielen Schritten?
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Markov-Matrizen

1. (Definition:) Markov-Matrizen sind quadratisch.

2. (Definition:) Markov-Matrizen haben nichtnegative Komponenten.

3. (Definition:) Spalten von Markov-Matrizen summieren sich zu 1.

4. Markov-Matrix x Wahrscheinlichkeits-Vektor = ein Wahrscheinlichkeits-Vektor.

5. (I\/Iarkov—l\/latrix)k = eine Markov-Matrix (mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir &

Schritte).
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Eigenwerte von Markov-Matrizen

Wir betrachten n x n-Markov-Matrizen mit Eigenwerten Aq, ..., A, (nicht notwendig alle verschieden)

und zugehdrigen Eigenvektoren 4, ..., z,.

1. Die Eigenwerte einer Matrix sind auch die ihrer Transponierten.

Beweis  det(A — M) = det(AT — AI). O

2. Fir alle Eigenwerte A einer Markov-Matrix gilt [A| < 1.
Beweis  Sei A; der Eigenwert mit dem gréRten Absolutbetrag. Sei ATz = Az mit z # 0.
Sei zj, die Komponente von = mit dem groRten Absolutbetrag. Zeile k von ATz = Az besagt:

21<j<n Qg T4 = A1z, Damit gi|ti |)\1H.’Ek| < 21<j<n a,kj\mj| < |:L‘k| Also ist |>\1| <1 ]

3. Mindestens ein Eigenwert einer Markov-Matrix ist gleich 1.

Beweis A — I ist singuldr. O
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Stationaritat

Sei A; = 1 und [N\;] < 1 fiir 2 > 1, und seien x; die zugehorigen Eigenvektoren.

Sei ug > 0 eine Anfangsverteilung (Komponentensumme gleich 1).

1. Eigenvektordarstellung von ug: ug = c1z1 + . .. + ¢, (Lsung von Sc = wuyg).
2. Entwicklung des Systems: uy 1= A*ug = cl)\’fml + ...+ cn)\fla:n.
3. Stationdrer Zustand (steady state): Ugo 1= limg_ 00 Ug = C1Z1.

4 AUy = Uy Ug > 0. Komponentensumme von U ist gleich 1.
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Beispiel 1. [Fortsetzung]

0.9 0.2 9 1
= , M=1 =07 2z,=||, z,= :
01 o8 i SR [1
0 1 2]
Ug = X =11+ 2z, w=3%|+2-07" —>%1.
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