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Zusammenfassung
Lineare Differentialgleichungssysteme 1.0Ordnung %’u, = Au.

Die Exponentialfunktion e“? einer Matrix A.
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Beispiel 1. [n = 1] Firuo € R und a € R lése man das Anfangswertproblem
u(0) = ug, u'(t) = au(t).
Man kennt alle Ableitungen der [ 6sung:
u"(t) = av'(t) = a®u(t), ..., uP(t) = aFu(t).
Also hat man eine Taylorentwicklung der Lésung:

ug = e®uy.

u(t) = u(0) + w(O) + W(O)F/2+... = (al:!)k
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Beispiel 2. [n =2] Man lése das Anfangswertproblem

u(t).

2
1 -2

Es handelt sich hier um ein gekoppeltes System:

u1(0) =1, ui(t) = —ui(t) + 2us(t),

us(0) = 0, uh(t) = ua(t) — 2us(t).

Die Kunst besteht im Entkoppeln (Diagonalisieren).

Entkoppeln sieht so aus: u(t) = e?tuy. Was ist eAt?
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e fiir diagonalisierbares A
Die n x n-Matrix A sei diagonalisierbar: A = SAS™! = Sdiag()\y,...,\n)S 1.

et = > (At)*/k!

0<k<o0

= > (t*/k)SA*S!

0<k<00

:S( > (tF/kNA*| S

0<k<©
— Sdiag(eM?, ..., eM) S
= SeMs.

oA d At _ foAt

tist eine m X m-Matrix mit 7€
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Beispiel 2. [Fortsetzung] 1. Eigensystem von A:

-1 212 2 —1 2|1 -1

{1 2 1]:0' 1" |1 -2 [1]:(_3) 1]'
2. Eigenvektordarstellung des Anfangswerts:

e
3. Losung:
et
4. Stationdre Lésung (steady state): limy oo u(t) = ﬁg}
4
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Wie man u(0) = ug, u'(t) = Au(t) lost!

1. Bestimme A = diag(A1,...,Ar) und S = [:1:1 . a:n}

2. Stelle uq als Linearkombination der Eigenvektoren dar: ug = Sc.

3. Schreibe die Losung als u(t) = Selc = cie*tzy + ... + cpe*iz,.
4(a) Sind alle |RA;| < 12, dann gilt u(t) — 0 (Stabilitat).

(b) Ist Ay = 0und |RA;| < Ofiirz > 2, dann gilt limy_, o u(t) = x1 (Stationaritat).
(c) Ist ||RA;| > 1 fir ein 2, dann “explodiert” die Losung (blow-up).

Lwenn A diagonalisierbar ist

2Rz — Realteil von 2z, §z = Imaginarteil von 2.
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Wie man 4" + by’ + ky = 0 lost

Zu l6sen sei die lineare Differenzialgleichung 2.Ordnung

y' +by'+ky=0, y(0)=uywo, v'(0)=u.

(Trick:) Schreibe die Gleichung um in ein System 1.0rdnung

v [b —k| |y’ y'(0) _ lwo
Y 1 0|yl y(0)| |u
A  u T(I)T

und lose. . .



