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M. Gruber15.12.2009ZusammenfassungDiagonalisierung: S�1AS = �.Matrix-Potenzen: Ak ! ?.Di�erenzenglei
hung: uk+1 = Auk; uk ! ?.
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Sei A eine n� n-Matrix.A habe Eigenwerte �1; : : : ; �n und linear unabhängige Eigenvektoren x1; : : : ; xn.S
hreibe die Eigenvektoren als Spalten in eine Matrix S = [ x1 ::: xn ℄: S ist invertierbar.

AS = "Ax1 : : : Axn#
= "�1x1 : : : �nxn#
= "x1 : : : xn#diag(�1; : : : ; �n)= S�:

S heiÿt �Eigenvektormatrix� und � = diag(�1; : : : ; �n) �Eigenwertmatrix�. 1
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Ist S invertierbar, dann ist S�1AS = � (�Diagonalisierung�) und A = S�S�1.Na
h der Diagonalisierung weiÿ man mehr über das Verhalten von Ak:Satz. Ist j�ij < 1 für alle i, dann konvergiert Ak ! O für k!1.Beweis Ak = (S�S�1)(S�S�1) � � � (S�S�1)(S�kS�1)= S�(S�1S)�(S�1S) � � � (S�1S)�(S�1S)�S�1= S�kS�1 ! O für k !1: �
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Wel
he Matrizen sind diagonalisierbar?Fakt 1. Hat A n vers
hiedene Eigenwerte, dann sind die zugehörigen n Eigenvek-toren linear unabhängig (und damit S invertierbar, folgli
h A diagonalisierbar).Beweis [1℄, 6.2, 6E �Fakt 2. Hat A mehrfa
he (engl. repeated) Eigenwerte, dann kann A n linearunabhängige Eigenwerte haben oder au
h ni
ht.Beispiel 1. I hat n-fa
hen Eigenwert 1 und jeder Vektor 6= 0 ist Eigenvektor.Beispiel 2. [ 2 10 2 ℄ hat doppelten Eigenwert 2 und nur einen linear unabhängigenEigenvektor (�geometris
he Vielfa
hheit� 1, �algebrais
he Vielfa
hheit� 2).
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hung uk+1 = Auk
Gegeben: Anfangswert u0, Matrix A und die Rekursion uk+1 = Auk.S
hreibe u0 als Linearkombination der Eigenvektoren: u0 = S
.Nun ist

uk = Aku0= S�kS�1S
= S�k
= 
1�k1x1 + : : :+ 
n�knxn:
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Beispiel 3. [Fibona

i℄F0 = 0; F1 = 1; Fk+2 = Fk+1 + Fk (2.Ordnung!):Mit einem s
hönen Tri
k wird daraus ein System 1. Ordnung:

u0 = 26664F1F037775 ; uk+1 = 26664Fk+2Fk+137775 = 266641 11 037775 26664Fk+1Fk 37775A = [ 1 11 0 ℄ hat Eigenwerte �1 = (1 +p5)=2 und �2 = (1�p5)=2 mit zugehörigen Eigenvektorenx1 = � �11 � und x2 = � �21 �. Es ist �1 > 1 und j�2j < 1.
u0 = 1�1��2 26664�11 37775� 1�1��2 26664�21 37775 ; uk = 1�1��2�k1 26664�11 37775� 1�1��2�k2 26664�21 37775 � 1�1��2�k1 26664�11 37775 : 5
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