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Zusammenfassung
Diagonalisierung: S71AS = A.
Matrix-Potenzen: AF — 7.

Differenzengleichung: ug 1 = Aug; ur — 7.
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Eigenvektormatrix S und Eigenwertmatrix A

Sei A eine n X n-Matrix.

A habe Eigenwerte Ay,..., A, und linear unabhangige Eigenvektoren z1,...,z,.

Schreibe die Eigenvektoren als Spalten in eine Matrix S = [21 - zn |: S ist invertierbar.

AS =|Az, ... Ag,)
::)\1:1:1 )\na:n]
::;1;1 a:n]diag()\l,...,)\n)
= SA.

S heilt “Eigenvektormatrix” und A = diag(Ay, ..., A,) "Eigenwertmatrix”.
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Diagonalisierung

st S invertierbar, dann ist ST*AS = A (“Diagonalisierung”) und A = SAS™

Nach der Diagonalisierung wei man mehr iiber das Verhalten von A*:

Satz. /st |\;| <1 fiir alle 1, dann konvergiert A¥ — O fiir k — oo.

Beweis
AF = (SASTY)(SAS™1)--- (SAS™H(SAFS™)

= SA(SLS)A(SLS) -+ (SLS)A(S1S)AS !

— SA*FS™1 — O fiir k — 0.
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Diagonalisierbarkeit

Welche Matrizen sind diagonalisierbar?

Fakt 1. Hat A n verschiedene Eigenwerte, dann sind die zugehbrigen n Eigenvek-
toren linear unabhangig (und damit S invertierbar, folglich A diagonalisierbar).

Beweis [1], 6.2, 6E O

Fakt 2. Hat A mehrfache (engl repeated) Eigenwerte, dann kann A m linear

unabhangige Eigenwerte haben oder auch nicht.
Beispiel 1. I hat n-fachen Eigenwert 1 und jeder Vektor # O ist Eigenvektor.

Beispiel 2. [21] hat doppelten Eigenwert 2 und nur einen linear unabhangigen

Eigenvektor (‘geometrische Vielfachheit” 1, “algebraische Vielfachheit” 2).
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Differenzengleichung ux.1 = Auy

Gegeben: Anfangswert ug, Matrix A und die Rekursion ug 1 = Aug.
Schreibe ug als Linearkombination der Eigenvektoren: ug = Sc.

Nun ist

up = AFug
— SA*S1Sc
— SA\Fc

k k
= QA1+ ...+ Cp A, Ty,
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Beispiel 3. [Fibonacci]

Fo=0, Fy=1, Fy.o=Fx1+ F; (20rdnung!).

Mit einem schénen Trick wird daraus ein System 1. Ordnung:
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A

A = [11}] hat Eigenwerte Ay = (1 ++/5)/2 und Ay = (1 — v/5)/2 mit zugehérigen Eigenvektoren
T] = { 11} und Ty = [)‘12]. Esist Ay > 1 und |Ag| < 1.
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