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M. Gruber10.12.2009ZusammenfassungEigenvektoren, Eigenwerte.det(A� �I) = 0.tra
eA = �1 + �2 + : : :+ �n.detA = �1�2 � � ��n.

M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraEigenvektoren und Eigenwerte
De�nition. x 6= 0 ist Eigenvektor der (quadratis
hen) Matrix A, wenn x und Axparallel sind: Ax = �x für ein �� heiÿt Eigenwert, x Eigenvektor zum Eigenwert �.Fakt 1.

Summe der Eigenwerte = Summe der Diagonalelemente:
Fakt 2. Produkt der Eigenwerte = Determinante: 1
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Beispiel 1. [Singuläre Matrix℄2666641 10 0377775 26666410377775 = 1 26666410377775 ; 2666641 10 0377775 266664�11 377775 = 0 266664�11 377775 :
Beispiel 2. [Projektor℄
19 266666666641 2 22 4 42 4 4

37777777775
26666666664122

37777777775 = 1 26666666664122
37777777775 ; 19 266666666641 2 22 4 42 4 4

37777777775
26666666664�210

37777777775 = 0 26666666664�210
37777777775 ; 19 266666666641 2 22 4 42 4 4

37777777775
26666666664�201

37777777775 = 0 26666666664�201
37777777775 :
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Beispiel 3. [Permutation℄2666640 11 0377775 26666411377775 = 1 26666411377775 ; 2666640 11 0377775 266664�11 377775 = (�1) 266664�11 377775 :
Beispiel 4. [Rotation℄266664 0 1�1 0377775 266664�i1 377775 = i 266664�i1 377775 ; 266664 0 1�1 0377775 266664i1377775 = (�i) 266664i1377775 :
i ist die �imaginäre Zahl� mit der Eigens
haft i2 = �1. 3



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraWie �ndet man Eigenwerte?
� Ax = �x mit den Unbekannten � und x 6= 0.� Bringe �x auf die linke Seite: (A� �I)x = 0 mit x 6= 0.� M.a.W.: A� �I ist singulär.� M.a.W.: det(A� �I) = 0.� Idee:1. Finde zuerst � mit det(A� �I) = 0.2. Finde zu jedem � einen Eigenvektor.
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Beispiel 5. Gegeben sei A = [ 3 11 3 ℄.� Eigenwerte sind Lösung(en) der �
harakteristis
he Glei
hung� ����������3� � 11 3� ����������� = 0.

0 = �2 � 6�+ 8 hat die Lösungen �1 = 2 und �2 = 4:
� Eigenvektoren zu den Eigenwerten sind Lösungen homogener Glei
hungssysteme:

Eigenvektor zu �1 = 2 : 2666641 11 1377775 266664�11 377775 = 0; zu �2 = 4 : 266664�1 11 �1377775 26666411377775 = 0:
5



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraBeispieleBeispiel 6. Gegeben sei A = I = [ 1 00 1 ℄.� A hat doppelten Eigenwert: �1 = �2 = 1.� Jeder Vektor 6= 0 des R
2 ist Eigenvektor zum Eigenwert 1. Wähle zwei linearunabhängige, z.B. v1 = [ 10 ℄ und v2 = [ 01 ℄.Beispiel 7. Addition von �I zu einer Matrix vers
hiebt ihre Eigenwerte um �. 1� [ 0 11 0 ℄ hat Eigenwerte 1 und �1.� [ 3 11 3 ℄ = [ 0 11 0 ℄ + 3I .� [ 3 11 3 ℄ hat Eigenwerte 4 und 2.

1Die zugehörigen Eigenvektoren bleiben glei
h. 6
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Beispiel 8. [entartete Matrix℄ Sei A = 2666643 10 3377775.
� Su
he Eigenwerte von A� 3I = 2666640 10 0377775.
� Die 
harakteristis
he Glei
hung �2 = 0 hat die doppelte Nullstelle � = 0.� N([ 0 10 0 ℄) hat Basis [ 10 ℄.� Es gibt keinen weiteren linear unabhängigen Eigenvektor (�entartete� Matrix).
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