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Zusammenfassung
Eigenvektoren, Eigenwerte.
det(A — A\I)=0.
trace A=A+ X+ ...+ A,
det A = )\1)\2 s )\n-
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition. z # 0 ist Eigenvektor der (quadratischen) Matrix A, wenn ¢ und Az

parallel sind:
Az = Az fir ein A

A heiBt Eigenwert, © Eigenvektor zum Eigenwert .

Fakt 1.
Summe der Eigenwerte = Summe der Diagonalelemente.

Fakt 2.

Produkt der Eigenwerte = Determinante.
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Beispiele

Beispiel 1. [Singuldre Matrix]

Lo ] foaf ] [
o oo o 0ol |1]
Beispiel 2. [Projektor]
1 2 2|1 1 1 2 2/|-2 —2 1
s12 4 4[12[=1]2/, §|2 4 4|1 =0|1], 2
2 4 4|2 2 2 4 40 0 2
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Beispiel 3. [Permutation]
0 1|1 1 0 1|1 —1
=1\, =(-1) :
1 01 1 1 0|1 1
Beispiel 4. [Rotation]
0 1/|—z .|— 0 1]z A1
=1 ) :(_Z)
-1 0|1 1 -1 0|1 1

1 ist die ‘imaginare Zahl" mit der Eigenschaft 12 = —1.
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Wie findet man Eigenwerte?

Az = Az mit den Unbekannten A und z # 0.

Bringe Az auf die linke Seite: (A — AI)xz = 0 mit z # 0.

e MaW.: A— Al ist singular.

M.aW.: det(4 — AI) = 0.

e |dee:

1. Finde zuerst A mit det(A — AI) = 0.

2. Finde zu jedem A einen Eigenvektor.
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Beispiele

Beispiel 5. Gegeben sei A = [31].

3—A 1
o FEigenwerte sind Lésung(en) der “charakteristische Gleichung”

0 = A% — 6 + 8 hat die Lésungen Ay = 2 und Ay = 4.

e Figenvektoren zu den Eigenwerten sind Losungen homogener Gleichungssysteme:

Eigenvektor zu Ay = 2 : =0;, zud=4:
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Beispiel 6. Gegebensei A=1=1[}9]

e A hat doppelten Eigenwert: Ay = Ay = 1.

o Jeder Vektor # 0 des R? ist Eigenvektor zum Eigenwert 1. Wihle zwei linear

unabhingige, z.B. v1 = [§] und vy = [9].
Beispiel 7. Addition von pI zu einer Matrix verschiebt ihre Eigenwerte um . !

o [91] hat Eigenwerte 1 und —1.
o [{3]=1[15]+3L

o [31] hat Eigenwerte 4 und 2.

IDie zugehérigen Eigenvektoren bleiben gleich.
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. : , 3 1
Beispiel 8. [entartete Matrix] Sei A = |
: 0 1
e Suche Eigenwerte von A — 31 = o ol

Die charakteristische Gleichung A\* = 0 hat die doppelte Nullstelle X = 0.

N([33§]) hat Basis [§].

Es gibt keinen weiteren linear unabhidngigen Eigenvektor (“entartete” Matrix).



