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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraOrthonormalbasen
Vektoren q1; : : : ; qn � R

m bilden eine Orthonormalbasis, wenn gilt:
qiqj = 8>>><>>>: 0 für i 6= j1 für i = j :

S
hreibt man die Vektoren der Orthonormalbasis als Spalten in eine Matrix Q, dann hat Q folgendeEigens
haften:1. QTQ = I.2. Ist m = n (d.h. Q quadratis
h), dann ist QT = Q�1.3. QQT 8>>><>>>: = I falls Q quadratis
h ist6= I falls Q ni
ht quadratis
h ist .4. Der Projektor auf den Spaltenraum C(Q) ist P = QQT (weil (QTQ)�1 = I ist). 1



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraNormalenglei
hung für Q
Die Spalten der Matrix Q seien eine Orthonormalbasis und b =2 C(Q).Dann hat die Normalenglei
hung QTQx̂ = QTb (wegen QTQ = I) die einfa
heGestalt x̂ = QTb;d.h. x̂i = qTi b (i = 1; : : : ; n):
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraOrthogonalmatrizen
Man nennt Q = [ q1 ::: qn ℄ eine Orthogonalmatrix, wenn q1; : : : ; qn eine Orthonormal-basis des R

n (und Q damit quadratis
h) ist.1. Für eine Orthogonalmatrix gilt QT = Q�1.
2. Beispiele:266666666640 0 11 0 00 1 0

37777777775 ; 266664
os � � sin �sin � 
os � 377775 ; 1p2 2666641 11 �1377775 ; 12
2666666666666664
1 1 1 11 �1 1 �11 1 �1 �11 �1 �1 1

3777777777777775 :
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraEin Problem (à la Gram-S
hmidt)
Sei Q = 13 2666666641 �22 �12 2

377777775 :Die beiden ersten Spalten von Q bilden die Orthonormalbasis einer Ebene E im R3.Aufgabe Füge eine dritte Spalte zu Q hinzu, so dass eine Orthogonalmatrix entsteht.Lösung Sei PE der Projektor auf E. I �PE ist der Projektor auf E? = fv j v ? w für alle w 2 Eg.1. Finde (rate) einen Vektor 
 =2 E.2. C := (I � PE)
 ist orthogonal zur ersten und zweiten Spalte von Q.3. Normiere auf Einheitslänge (bere
hne C=jjCjj) und füge C=jjCjj als neue Spalte an Q an.Lösung mit Mathemati
a ! : : : Lösung von Hand ! : : : 4
M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraLösung mit Mathemati
a
In[1℄:= q = (1/3){{1, -2}, {2, -1}, {2, 2}};In[2℄:= 
 = {1, 1, 1} (* geraten *);In[3℄:= 

 = (IdentityMatrix[3℄ - q.Transpose[q℄).
;In[4℄:= 

 = 

/Norm[

℄2 2 1Out[4℄= {-, -(-), -}3 3 3In[5℄:= q = Transpose[Append[Transpose[q℄, 

℄℄;In[6℄:= Transpose[q℄.q == IdentityMatrix[3℄Out[6℄= TrueIn[7℄:= q.Transpose[q℄ == IdentityMatrix[3℄Out[7℄= True
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraLösung von Hand

 = " 111 # :C = 0�" 1 0 00 1 00 0 1 #� 19 24 1 �22 �12 2 35 [ 1 2 2�2 �1 2 ℄1A " 111 #= 0�" 1 0 00 1 00 0 1 #� 19 " 122 # [ 1 2 2 ℄� 19 24 �2�12 35 [ �2 �1 2 ℄1A " 111 #= " 111 #� 59 " 122 # + 19 24 �2�12 35= 2664 2=9�2=91=9 3775 :C=jjCjj = 2664 2=3�2=31=3 3775 :
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraGram-S
hmidt-OrthogonalisierungSei a; b; 
 die Basis eines Unterraums des R

m.�Gram-S
hmidt� �ndet eine Orthonormalbasis für den selben Unterraum:1. A a.2. B  b� (ATb=ATA)A. ATB = ATb� (ATb=ATA)ATA = 0.3. C  
� (AT
=ATA)A� (BT
=BTB)B.ATC = AT
� (AT
=ATA)ATA� (BT 
=BTB)ATB = 0.BTC = BT 
� (AT
=ATA)BTA� (BT
=BTB)BTB = 0.4. A=jjAjj; B=jjBjj; C=jjCjj spannen den selben Unterraum wie a; b; 
 auf.
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraA = QR
Sei a1; : : : ; an eine Basis und q1; : : : ; qn die zugehörige Orthonormalbasis na
h Gram-S
hmidt. Sei A = [ a1 ::: an ℄ und Q = [ q1 ::: qn ℄.
QTA = 266666664qT1...qTn

377777775 "a1 : : : an# =
26666666666664
qT1 a1 qT1 a2 : : : qT1 anqT2 a1 qT2 a2 : : : qT2 an... ... . . . ...qTna1 qTna2 : : : qTnan

37777777777775 =
26666666666664
qT1 a1 qT1 a2 : : : qT1 an0 qT2 a2 : : : qT2 an... . . . . . . ...0 : : : 0 qTnan

37777777777775 =: R:
Multiplikation von links mit Q auf beiden Seiten liefert

A = QR
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