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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraProjektionen wozu?
Beispiel. Gegeben sind drei Messwerte für (t; b): (1; 1); (2; 2); (3; 2).Wel
he Gerade b = C +Dt �ttet diese Werte mögli
hst gut?Lägen die Punkte tatsä
hli
h auf einer Geraden, könnte man C;D bestimmen aus266666664 C +DC + 2DC + 3D

377777775 = 2666666641 11 21 3
377777775 26664CD37775 = 266666664122

377777775 :Aber die Punkte liegen ni
ht auf einer Geraden.Die re
hte Seite b liegt ni
ht im Spaltenraum der Systemmatrix A.Die bestmögli
he Lösung ist: Projiziere b auf den Spaltenraum von A (wie, das lernen wir heute).Das Projektionsbild ist ein p 2 C(A). Mit diesem p löse Ax̂ = p (nä
hste Lektion). 1



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraProjektion auf eine GeradeSei a 2 R
2; a 6= 0 und b 2 R

2. Sei G die Gerade fta j t 2 Rg.1. Die Projektion von b auf G ist ein p 2 G mit minimalem error ve
tor e = b� p.2. Die Länge jjejj des error ve
tors e ist minimal, wenn e ? a ist.3. Das Projektionsbild p ist ein Vielfa
hes von a: p = xa mit x 2 R.4. x kann man aus der Bedingung aTe = 0 bere
hnen:
aTe = aT (b� xa) = 0) aTb = xaTa) x = aTb=aTa:

5. Projektion auf die Gerade G: b 7! xa = (aTb=aTa)a (eine lineare Abbildung). 2
M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraDie Projektionsmatrix der Projektion auf eine Gerade
1. Statt p = xa s
hreibe p = ax (das geht au
h!).2. Nun liest si
h die Projektion auf die Gerade G so:

b 7! ax = aaTb=aTa = (aaT=aTa)b:
3. P = aaT=aTa ist eine Matrix (eine Projektionsmatrix); es ist rankP = 1.4. P ist symmetris
h: P T = P .5. P 2 = P , denn P 2 = aaTaaT=(aTa)2 = aaT=aT . 3



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraProjektion auf einen höherdimensionalen Unterraum
Sei U ein Unterraum des Rm und a1; : : : ; an eine Basis von U . Sei b 2 R

m.1. S
hreibe die ai's in eine m� n-Matrix: A = "a1 : : : an#.2. Sei p das Projektionsbild von b auf C(A): p = Ax̂ mit geeignetem x̂.
3. (b� p) ? C(A)) AT (b� p) = 0) AT (b�Ax̂) = 0) ATAx̂ = ATb .4. Au�ösen na
h x̂: x̂ = (ATA)�1ATb. (ATA ist tatsä
hli
h invertierbar!)5. p = Ax̂ = A(ATA)�1ATb. Die Projektionsmatrix ist P = A(ATA)�1AT .
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraDie Projektionsmatrix P = A(ATA)�1AT
1. Warum ni
ht einfa
h P = A(ATA)�1AT = AA�1(AT )�1AT = I?2. P ist symmetris
h: P T = (A(ATA)�1AT )T = A((ATA)T )�1AT = P .3. P 2 = A(ATA)�1ATA(ATA)�1AT = A(ATA)�1AT = P .4. Wenn b 2 C(A) ist, ist b = Ax und Pb = A(ATA)�1ATAx = Ax = b.5. Wenn b ? C(A) ist, ist b 2 N(AT ) und Pb = A(ATA)�1ATb = 0.6. Au
h I � P ist ein Projektor, nämli
h der Projektor auf N(AT ).
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