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Zusammenfassung
Die Projektion auf eine Gerade und ihre Darstellung als Matrix (Projektionsmatrix).
Die Projektion auf eine Ebene und ihre Darstellung als Matrix (Projektionsmatrix).
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Projektionen wozu?

Beispiel. Gegeben sind drei Messwerte für (t; b): (1; 1); (2; 2); (3; 2).

Welche Gerade b = C +Dt �ttet diese Werte möglichst gut?

Lägen die Punkte tatsächlich auf einer Geraden, könnte man C;D bestimmen aus

266666664
C +D
C + 2D
C + 3D

377777775 =

266666664
1 1
1 2
1 3

377777775
26664CD

37775 =

266666664
1
2
2

377777775 :

Aber die Punkte liegen nicht auf einer Geraden.

Die rechte Seite b liegt nicht im Spaltenraum der Systemmatrix A.

Die bestmögliche Lösung ist: Projiziere b auf den Spaltenraum von A (wie, das lernen wir heute).

Das Projektionsbild ist ein p 2 C(A). Mit diesem p löse Ax̂ = p (nächste Lektion).
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Projektion auf eine Gerade

Sei a 2 R2; a 6= 0 und b 2 R2. Sei G die Gerade fta j t 2 Rg.
1. Die Projektion von b auf G ist ein p 2 G mit minimalem error vector e = b� p.
2. Die Länge jjejj des error vectors e ist minimal, wenn e ? a ist.

3. Das Projektionsbild p ist ein Vielfaches von a: p = xa mit x 2 R.

4. x kann man aus der Bedingung aTe = 0 berechnen:

aTe = aT (b� xa) = 0) aTb = xaTa) x = aTb=aTa:

5. Projektion auf die Gerade G: b 7! xa = (aTb=aTa)a (eine lineare Abbildung).
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Die Projektionsmatrix der Projektion auf eine Gerade

1. Statt p = xa schreibe p = ax (das geht auch!).

2. Nun liest sich die Projektion auf die Gerade G so:

b 7! ax = aaTb=aTa = (aaT=aTa)b:

3. P = aaT=aTa ist eine Matrix (eine Projektionsmatrix); es ist rankP = 1.

4. P ist symmetrisch: P T = P .

5. P 2 = P , denn P 2 = aaTaaT=(aTa)2 = aaT=aT .
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Projektion auf einen höherdimensionalen Unterraum

Sei U ein Unterraum des Rm und a1; : : : ; an eine Basis von U . Sei b 2 Rm.

1. Schreibe die ai's in eine m� n-Matrix: A =
"
a1 : : : an

#
.

2. Sei p das Projektionsbild von b auf C(A): p = Ax̂ mit geeignetem x̂.

3. (b� p) ? C(A)) AT (b� p) = 0) AT (b� Ax̂) = 0) ATAx̂ = ATb .

4. Au�ösen nach x̂: x̂ = (ATA)�1ATb. (ATA ist tatsächlich invertierbar!)

5. p = Ax̂ = A(ATA)�1ATb. Die Projektionsmatrix ist P = A(ATA)�1AT .
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Die Projektionsmatrix P = A(ATA)�1AT

1. Warum nicht einfach P = A(ATA)�1AT = AA�1(AT )�1AT = I?

2. P ist symmetrisch: P T = (A(ATA)�1AT )T = A((ATA)T )�1AT = P .

3. P 2 = A(ATA)�1ATA(ATA)�1AT = A(ATA)�1AT = P .

4. Wenn b 2 C(A) ist, ist b = Ax und Pb = A(ATA)�1ATAx = Ax = b.

5. Wenn b ? C(A) ist, ist b 2 N(AT ) und Pb = A(ATA)�1ATb = 0.

6. Auch I � P ist ein Projektor, nämlich der Projektor auf N(AT ).
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