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n.1. Euklidis
he Länge: jjxjj = rx21 + x22 + � � �+ x2n. (Pythagoras)2. Zusammenhang mit Matrixprodukt: xTx = jjxjj2.3. Sind x; y; x + y die Seiten eines re
htwinkligen Dreie
ks (mit re
htem Winkelzwis
hen x und y), dann muss gelten (Pythagoras): jjxjj2 + jjyjj2 = jjx+ yjj2.4. Pythagoras, ges
hrieben mit Matrixprodukten: xTx+ yTy = (x+ y)T(x+ y).Wegen (x+y)T(x+y) = xTx+xTy+yTx+yTy = xTx+2xTy+yTy sind xund y also genau dann orthogonal, wenn xTy = 0 ist. Wir s
hreiben dann x ? y.1



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraOrthogonalität von UnterräumenSeien S; T Unterräume.1. S und T sind orthogonal (S ? T ), wenn jedes v 2 S zu jedem w 2 T orthogonalist. (Die (x; y)-Ebene und die (y; z)-Ebene sind ni
ht orthogonal. Warum ni
ht?)2. C(AT ) ? N(A), denn v 2 C(AT ) ^ w 2 N(A) ) v = ATy ^ Aw = 0 )vTw = (ATy)Tw = yT(Aw) = 0.3. C(A) ? N(AT ) (folgt aus 2. mit AT anstelle von A).4. C(AT ) u. N(A) sind orthogonale Komplemente: dimC(AT ) + dimN(A) = n.5. C(A) u. N(AT) sind orthogonale Komplemente: dimC(A) + dimN(AT ) = m.
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Satz. N(ATA) = N(A)Beweis1. x 2 N(A)) Ax = 0) ATAx = 0) x 2 N(ATA).2. x 2 N(ATA)) ATAx = 0) xTATAx = 0) jjAxjj = 0) Ax = 0) x 2 N(A). �Satz. Ist A eine m � n-Matrix mit m > n und rankA = n, so ist ATAinvertierbar.Beweis ATA ist eine n� n-Matrix mit rankA = n, weil N(ATA) = N(A) = Z ist. �Ausbli
k: Sei rankA = n und das Problem Ax = b unlösbar. Das ErsatzproblemATAx̂ = ATb ist lösbar. Seine Lösung x̂ löst Ax = b �so gut wie mögli
h�. 3


