
Graphen und Netzwerkena
h G.Strang, MIT OpenCourseWare 18.06 Linear Algebra, Le
ture 12
M. Gruber10.11.2009ZusammenfassungInzidenzmatrizen.Euler-Formel.Ohms
hes Gesetz.Kir
hho�-Regeln: Mas
henregel, Knotenregel.
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Ein zusammenhängender, plana-rer, geri
hteter Graph mit vierKnoten, fünf geri
hteten Kanten,zwei kleinen Zyklen (einges
hlos-senen Gebieten, Mas
hen).

Eine zugehörige Inzidenzmatrix (eine Spaltepro Knoten, eine Zeile pro Kante):
A =

2666666666666666666664
�1 1 0 0�1 0 1 0�1 0 0 10 �1 1 00 0 �1 1

3777777777777777777775 ;
m = # Kanten; n = # Knoten:
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraElimination �ndet Zyklen und bri
ht sie auf
A =

2666666666666666666664
�1 1 0 0�1 0 1 0�1 0 0 10 �1 1 00 0 �1 1

3777777777777777777775 � � � 
2666666666666666666664
�1 1 0 00 �1 1 00 0 �1 10 0 0 00 0 0 0

3777777777777777777775 = U
1. Linear abhängige Zeilen stellen Zyklen (Umläufe, loops) dar.2. r = rankA = # Knoten� 1.3. Euler: # kleine Zyklen = m� r = # Kanten� (# Knoten� 1))

# kleine Zyklen-# Kanten+# Knoten=1 : 2
M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraElimination erzeugt einen Spannbaum
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Links: Graph zu A; re
hts: Graph zu U . 3



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraElektris
hes Netzwerk: in Ax stehen Potentialdi�erenzen
Ax =

2666666666666666664
x2 � x1x3 � x1x4 � x1x3 � x2x4 � x3

3777777777777777775 ; Basis von N(A) ist 26666666666664
1111
37777777777775 (konstantes Potential).

1. Lösbarkeitsbedingung für Ax = b ers
heint hier als Mas
henregel (2. Kir
h-ho�s
hes Gesetz): Alle Teilspannungen eines Umlaufs bzw. einer Mas
he ineinem elektris
hen Netzwerk addieren si
h zu Null.2. Wenn z.B. Knoten 4 geerdet ist, setze x4 = 0.
3. Ohm: y = �CAx . Ströme y, Kapazitäten C = 2666664 
1 0 0 0 00 
2 0 0 00 0 
3 0 00 0 0 
4 00 0 0 0 
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3777775. 4
M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraElektr. Netzwerk: ATy = 0 ist 1.Kir
hho�s
hes GesetzKnotenregel: In einem Knotenpunkt eines elektris
hen Netzwerkes ist die Summe derzu�ieÿenden Ströme glei
h der Summe der ab�ieÿenden Ströme.

ATy = 26666666666664
�1 �1 �1 0 01 0 0 �1 00 1 0 1 �10 0 1 0 1

37777777777775
2666666666666666664
y1y2y3y4y5

3777777777777777775 =
26666666666664
Summe der Netzströme an Knoten 1Summe der Netzströme an Knoten 2Summe der Netzströme an Knoten 3Summe der Netzströme an Knoten 4

37777777777775 =
26666666666664
0000
37777777777775

1. Basis von N(AT ) ist 26664 1�1010 37775 ; 26664 01�101 37775, die beiden kleinen Zyklen!
2. Die Summe der Basislösungen 26664 1�1010 37775 + 26664 01�101 37775 = 26664 10�111 37775 ist der groÿe Zyklus.
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M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraElektr. Netzwerk, externe Stromquelle: ATy = fBeispiel:
ATy = 26666666666664

�1 �1 �1 0 01 0 0 �1 00 1 0 1 �10 0 1 0 1
37777777777775
2666666666666666664
y1y2y3y4y5

3777777777777777775 =
26666666666664
Summe der Netzströme an Knoten 1Summe der Netzströme an Knoten 2Summe der Netzströme an Knoten 3Summe der Netzströme an Knoten 4

37777777777775 =
26666666666664
�1001

37777777777775 :
1. Annahme: C = I . Zu lösen: �ATAx = 264 �1001 375 mit ATA = 2664 3 �1 �1 �1�1 2 �1 0�1 �1 3 �1�1 0 �1 2 3775.
2. Allgemeine Lösung: x = 266664 5=81=23=80 377775 + t 264 1111 375. Somit ist y = �Ax = 266666664 1=81=45=81=83=8

377777775.
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