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Zusammenfassung

Lineare Unabhangigkeit, lineare Abhangigkeit.

Aufspannen eines Unterraums.

Basis.
Dimension.
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Lineare Unabhangigkeit
Definition 1. [Lineare Unabhiangigkeit] Vektoren vy, ..., v, sind linear un-

abhangig, wenn fir jede Linearkombination auber der trivialen Linearkombination
O-v1+...4+0-v, gilt:
C1V1 + ...+ cpu, # 0.

Definition 2. [Lineare Abhdngigkeit] Vektoren v, ..., vy sind linear abhan-
gig, wenn sie nicht linear unabhingig sind, d h. wenn es eine nichttriviale Linearkom-

bination (nicht alle c; = Q) gibt mit

civ1+ ...+ cpu, = 0.
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Beispiele

Beispiel 1. Seiv # 0. Die Vektoren v und 2v sind linear abhingig. Warum?
Tipp:  Finde eine nichttriviale Linearkombination von v und 2v mit dem Wert null.

Beispiel 2. Seiv ein beliebiger Vektor. Der Nullvektor O und v sind linear abhangig.
Warum?

Tipp: Finde eine nichttriviale Linearkombination von O und v mit dem Wert null.

Beispiel 3. Seien vy, vy, v3 € R2 Die Vektoren sind linear abhangig. Warum?

Tipp: Schreibe vy, vs,vs als Spalten in eine 2 x 3-Matrix A und betrachte ihren Nullraum N(A).

Beispielwerte: vy = [2],vy = [1],v3 = [?%]
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Zusammenhang mit Az =0

Seien vy, ..., U, die Spalten einer Matrix A.

1. vy,...,v, sind genau dann linear unabhingig, wenn N(A) = {0} ist.

2. V1,...,Upn sind genau dann linear unabhangig, wenn rank A = n ist, d.h. wenn es

keine freien Spalten gibt.
3. vy,...,Uy sind genau dann linear abhingig, wenn Ac = 0 fiir ein ¢ # 0 ist.

4. vq,...,U, sind genau dann linear abhangig, wenn rank A < n ist, d.h. wenn es

freie Spalten gibt.
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Basis

Definition 3. [‘aufspannen”] wi,..., v spannen den Vektorraum V' auf, wenn

V' aus allen Linearkombinationen der vy, . .., v; besteht.
Bemerkung. Dabei ist nicht gesagt, dass v1, . .., v; linear unabhangig sein miissen.

Definition 4. [Basis] Die Vektoren vy, ..., v4 bilden eine Basis des Vektorraums

V' wenn sie

1. den Vektorraum V' aufspannen und

2. linear unabhangig sind.
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Beispiele

V =R3
. . 1 0 0 . . .
Beispiel 4. Die Vektoren {8} : L‘ﬂ , [(ﬂ bilden eine Basis. Warum?
Tipp:  Schreibe sie in eine 3 x 3-Matrix A. Sind sie linear unabhingig? Ist C(A) =V 7
2

Beispiel 5. Die Vektoren {i} , {g} , [Z}} bilden eine Basis. Warum?

Tipp:  Schreibe sie in eine 3 x 3-Matrix A. Sind sie linear unabhingig? Ist C(A) =V'7?

_ : (11 727 4. , : ,
Beispiel 6. Die Vektoren 1,2 bilden keine Basis. Warum nicht?
Tipp:  Schreibe sie in eine 3 x 3-Matrix A. Sind sie linear unabhangig? Ist C(A) =V 7
.. . (171 121 37 .. . . .
Beispiel 7. Die Vektoren 1,12) [g} bilden keine Basis. Warum nicht?

Tipp: Schreibe sie in eine 3 x 3-Matrix A. Sind sie linear unabhingig? Ist C(A) =V'7?
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Dimension

Satz. Jede Basis eines Vektorraums S C R™ hat die gleiche Anzahl von Vektoren.
Beweis Angenommen, vy, ...,Uq und wy,...,w; € S sind Basen von S und I > d..

Schreibe die v; als Spalten in die m x d-Matrix V' und die w; als Spalten in die m x [-Matrix W. Es
gibt eine d x I-Matrix C' mit Spalten cy,...,¢c und VC = W, denn V enthilt eine Basis.

Da C mehr Spalten als Zeilen hat, miissen die Spalten von C' linear abhangig sein. Deshalb gibt
es eine nichttriviale Linearkombination der ¢; mit sic; + ... + s;¢ = 0 und man hat wegen

0=V(sic1i+ ...+ s1¢c;) = s5wy + ...+ syw; eine nichttriviale Linearkombination der w; mit dem

Wert null.
Also bilden die wy, ..., w; keine Basis. Widerspruch! O
Definition 5. [Dimension] Sei S ein Vektorraum mit Basis vy, . . ., vg4.

dim S := d ist die Dimension von S
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Ein Beispiel

Beispiel 8. Sei A= [ﬁgﬂ
-1

o —11} € N(A) = die ersten drei Spalten von A bilden keine Basis von C(A).
0

e 2 =rank A = # der Pivot-Spalten von A = dim C(A).

o [ﬂ : [g} ist eine Basis von C(A); {

DD DN

} : [g ist eine andere Basis von C(A). . .

ist eine Basis von N(A).

dim N(A) = # der freien Spalten von A =n —r.



