
Lösung des inhomogenen Problems (Ax = b)na
h G.Strang, MIT OpenCourseWare 18.06 Linear Algebra, Le
ture 8
M. Gruber29.10.2009ZusammenfassungAlgorithmus zur Bere
hnung aller Lösungen von Ax = b.r = rankA ents
heidet über Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen:r = m) es existiert (mindestens) eine Lösung.r = n) es existiert hö
hstens eine Lösung (Eindeutigkeit).

M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraÜbergang zu 264U 
375Beispiel 1.266666666641 2 2 2 b12 4 6 8 b23 6 8 10 b3
37777777775| {z }"A b#
 266666666641 2 2 2 b10 0 2 4 b2 � 2b10 0 2 4 b3 � 3b1

37777777775 
266666666641 2 2 2 b10 0 2 4 b2 � 2b10 0 0 0 b3 � b2 � b1

37777777775| {z }"U 
#
� Lösungsmenge bleibt unverändert: Ax = b, Ux = 
.� Lösbarkeitsbedingung (Version 1): Ax = b lösbar , b3 � b2 � b1 = 0.� Lösbarkeitsbedingung (Version 2): Ax = b lösbar , b 2 C(A). 1



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraÜbergang zu 264R d375
Beispiel 1. [Fortsetzung℄2666666641 2 2 2 b10 0 2 4 b2 � 2b10 0 0 0 b3 � b2 � b1

377777775| {z }"U 
#
 2666666641 2 0 �2 3b1 � b20 0 2 4 b2 � 2b10 0 0 0 b3 � b2 � b1

377777775 2666666641 2 0 �2 3b1 � b20 0 1 2 b2=2� b10 0 0 0 b3 � b2 � b1
377777775| {z }"R d#� Lösungsmenge bleibt unverändert: Ax = b, Ux = 
, Rx = d.� Pivot-Variablen: x1; x3.� Freie Variablen: x2; x4. 2

M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraDie Vollständige Lösung von Ax = bBeispiel 1. [Fortsetzung℄ 1. Setze alle freien Variablen 0, um eine partikuläreLösung xp von Ax = b zu �nden.2. Setze der Reihe na
h eine freie Variable 1 und die anderen 0, um unabhängige Vek-toren des Nullraums N(A) zu �nden; kombiniere diese (linear) zu einer allgemeinenLösung xn von Ax = 0.3. Die allgemeine Lösung von Ax = b ist x = xp + xn1.
xp =

26666666666664
3b1 � b20b2=2� b10

37777777777775 ; xn = s 26666666666664
�2100

37777777777775+ t 26666666666664
20�21

37777777777775 ; x = 26666666666664
3b1 � b20b2=2� b10

37777777777775+ s 26666666666664
�2100

37777777777775+ t 26666666666664
20�21

37777777777775 :
1denn Ax = A(xp + xn) = Axp +Axn = b+ 0 = b. 3



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraExistenz und Eindeutigkeit von Lösungen
Think bigger!Sei A eine m� n-Matrix, b 2 R

m, rankA = r.1. �Voller Zeilenrang� (r = m): es ist b 2 C(A) und Ax = b ist lösbar .2. �Voller Spaltenrang� (r = n): es ist xn = 0 und die Lösung x = xp ist eindeutig(falls xp existiert).Beispiel 2. A = 264 1 32 16 15 1 375, b = 264 4376 375; r = 2, x = xp = [ 11 ℄ (sieht man �so�).Beispiel 3. A = [ 1 2 6 53 1 1 1 ℄, b = [ 23 ℄; R = " 1 0 �4=5 �3=50 1 17=5 14=5 #, d = " 4=53=5 #, r = 2,xp = 26664 4=53=500 37775, xn = s 26664 4=5�17=510 37775+t 26664 3=5�14=501 37775, x = xp+xn = 26664 4=53=500 37775+s 26664 4=5�17=510 37775+t 26664 3=5�14=501 37775.
4

M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraBeispiel 3 mit Mathemati
a
In[1℄:= A={{1,2,6,5},{3,1,1,1}};In[2℄:= b={2,3};In[3℄:= NullSpa
e[A℄Out[3℄= {{3, -14, 0, 5}, {4, -17, 5, 0}}In[4℄:= LinearSolve[A,b℄4 3Out[4℄= {-, -, 0, 0}5 5 5



M.Gruber, WS 2009/2010 Lineare AlgebraThe Big Pi
ture
r = m = n r = n < m r = m < n r < m; r < nR = I R = 266664I0377775 R = "I F # R = 266664I F0 0 3777751 Lösung 0 oder 1 Lösung 1 Lösungen 0 oder 1 LösungenWo I und F nebeneinander stehen (Spalte 3 und 4), soll das so verstanden werden: Die Matrizen Iund F können si
h �dur
hdringen�; blendet man die Spalten von F aus, sieht man I; blendet man dieSpalten von I aus, sieht man F .
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