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Abbildung 1: Notenstatistik

1. (15 Punkte) Zeitdiskretes Martingal
Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Fx)ren eine Filtration, (Si)ren ein Martingal be-
ziiglich (Fr)ren und Xg = > o<;cr 7 (Siv1 — Si).

Zeigen Sie, dass (Xi)ren ein Martingal ist.
Loésung

o Seii < k.
S2(Si41 — S;) ist Fy-messbar wegen der Adaptiertheit von (Si)ren-
Folglich ist E(S?(S;1 — Si) | F) = S2(Sit1 — Si)-
o Sei1=k.
E(SZ(Sk+1 — Sk) | Fx) = SZE(Sk+1 — Sk | Fi) (“taking out what is known”).
E(Sk+1 — Sk | Fx) = 0 wegen der Martingaleigenschaft von (Sk)ken-
Somit ist E(S7(Sk+1 — Sk) | Fx) = 0.
e Seit > k.
E(S7(Si+1 — S) | Fi) = B(E(S}(Siv1 — Si) | 7o) | Fi) = E(0 | F) = 0.
o E(Xii1 | Fr) = E(SZ(Skt1 — Sk) + Xk | Fi) = E(SZ(Sk+1 — Sk) | Fe) + E(Xx | Fx) = X wegen
der Additivitat der bedingten Erwartung.

2. (15 Punkte) Stochastisches Kalkiil

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (F;):>o eine Filtration, (W(t)):>o eine Brownsche
Bewegung beziiglich (F;)¢>o.



(a) Sei X(t) = e ‘W (t) fiir t > 0.
Welche stochastische Differentialgleichung erfiillt (X (t)):>0?
Welcher Gleichungstyp liegt vor?

(b) Berechnen Sie E [T e *W(s) dW(s).
(c) Berechnen Sie E(fj e *W (s) dW (s))>.

Loésung

(a) dX(t) = —-X(t)dt + e’tdW( ) (linear im engeren Sinn).

(b) Efo e W(s)dW (s) =

(c) fo e W (s)dW (s))? = Ef(;t e~ W (s)%ds = f; e 2EW (s)%ds = fot e~ 2%sds.
Ausgerechnet: 3 — 2e 2%(2t + 1).

3. (15 Punkte) Ldsen einer stochastischen Differentialgleichung

Zu 16sen ist das Anfangswertproblem
dX(t) = —1e *Odt + e~ 2XOqw(¢), Xx(0) = 1. (1)
Anleitung:
(a) Setzen Sie X(t) = u(W(t)) mit einer reellen Funktion u und schreiben Sie
du(W () = ... (2)

gemdfh It6-Kalkiil hin.
Anmerkung: Auf der rechten Seite von (2) kommen v’ und w” vor. Das ist ok!

(b) Vergleichen Sie die dt- und dW (t)-Terme der Gleichungen (1) und (2) und gewinnen Sie
daraus eine Differentialgleichung fiir u:

- =... (3)

Wie lautet diese Differentialgleichung vollstdndig?

(c) Die Differentialgleichung (3) hat eine Losung der Form u(z) = 2® + ¢ mit c € R.
Wie lautet daher die Losung X (t) des Anfangswertproblems (1)?

Losung

(a) du(W(8) = 30" (W(t))dt + w'(W(£)dW (2).

(c) X(t)=LW(t)®+1

4. (15 Punkte) Black-Scholes

Seien
dS(t) = uS(t)dt + oS(t)dW (¢ ) mit S(0) = so,
dB(t) = rB(t)dt mit B(0) =
C(?) =¢( )S(t) + 9(¢)B(t )ml'G C(0) = 1000



mit stock process (S(t)):>0, bond process (B(t))t>o0, Portfoliowert (C(t)):>o und Portfoliopro-
zessen (P(t)):>o0 und (¥(t))s>o0.
Es sei ¢(t) = 10 4 ¢.

Wie muss 9(t) gewdhlt werden, damit das Portfolio selbstfinanzierend ist, d.h.
dC(t) = $(£)dS(t) + Y(t)dB(t)

gilt?

Losung Es muss gelten:

dC(t) = ¢(t)dS(t) + S(t)de(t) + ¢(t)dB(¢t) + B(t)dy(t)
= ¢(t)dS(¢) + $(¢)dB(2),

folglich
0 = S(t)de(t) + B(t)dy(¢)
und damit (d¢(t) = dt)

dip(t) = —B(t) 1 S(t)dt.

Wegen

C(0) = ¢(0)S(0) + %(0)B(0)
gilt

¥(0) = 1000 — 10sg
und damit

¥(t) = 1000 — 10s¢ — /ot B(u)"*S(u)du

t
= 1000 — 10sq — / oWt (u—o"/2=r)u gy,
0

. (15 Punkte)  Vasicek-Gleichung
Betrachtet wird das Anfangswertproblem
dR(t) = (o — BR(t))dt + odW (t), R(0)=0
unter den speziellen Bedingungen a/8 = 0.06 und 02/8 =2- 10 *.
Wie ist R(T') fiir T = (In2) /B verteilt (Erwartungswert, Varianz, Verteilungstyp)?
Losung

(a) Erwartungwert:

ER(T) = R(0)e T + (1 —e™#T) . &

=0-e T + (1 — e Pln2)/B)y. s
=(1/2)-0.06
= 0.03.



(b) Varianz:

Var R(T) = &5 - (1— e %7)
=10*.3

= 0.000075.

(c) Verteilungstyp: Normalverteilung.

6. (15 Punkte) Girsanov-Transformation
Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (F;):>o eine Filtration, (W (t)):>o eine Brownsche
Bewegung beziiglich (Ft)t>0.
Der Prozess X = (X (t))¢cpo,r) sei definiert durch X (t) = ut + W (t) mit u # 0.

(a) X ist kein P-Martingal. Warum nicht?

(b) Mit der Girsanov-Transformation kann man zu einem WahrscheinlichkeitsmaR P und einer
Brownschen Bewegung W = (W (t));>o iibergehen, so dass X zu einem P-Martingal wird.

i. Wie kann man W mit Hilfe von W darstellen?

ii. Wie kann man P(A) fiir ein A € F(t) als Erwartungswert beziiglich P darstellen?

Loésung

(a) Seis<t: E(X(t)]| F(s)) =E(ut+W(t)| F(s)) = ut + W(s) # us+ W(s).
(b) i W(t)=W(t)+ ut.
ii. P(A) = Elye #WO- (/217



