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hes Testen (Einführung)
M.GruberSS 2009

� Typeset by FoilTEX �
Testen der Hypothese �die Münze ist fair�

Test der Hypothese H0 �die Münze ist fair�: Wir werfen die Münze fünfmal.Wenn dabei das Ereignis AAAAA oder ZZZZZ eintritt, verwerfen wir H0, ansonstennehmen wir H0 an.Formal: Über die B(1; p)-verteilten ZVn X1; : : : ; X5 wird die Hypothese H0:p = 0:5 aufgestellt. Zur Testvariablen
U(X1; : : : ;X5) = X1�i�5Xi

geben wir uns die Ents
heidungsvors
hrift: Verwirf H0, wenn die Realisierungvon U(X1; : : : ;X5) den Wert 0 oder 5 ergibt.� Typeset by FoilTEX � 1



�-Fehler und �-Fehler
Mögli
he Ents
heidungsverläufe dieses Tests:1. (Bere
htigte) Ablehnung von H0, wenn H0 ni
ht zutri�t.2. (Unbere
htigte) Ablehnung von H0, wenn H0 zutri�t (�-Fehler oder Fehler1. Art); Wahrs
heinli
hkeit hierfür: 2 � �12�5 = 0:0625.3. (Bere
htigte) Annahme von H0, wenn H0 zutri�t.4. (Unbere
htigte) Annahme von H0, wenn H0 ni
ht zutri�t (�-Fehler oderFehler 2. Art); Wahrs
heinli
hkeit hierfür: 1�p5� (1�p)5 mit dem (wahren)Parameter 0 � p < 12 bzw. 12 < p � 1.� Typeset by FoilTEX � 2

Gütefunktion des Tests
Die Gütefunktion des Tests G(p) = p5 + (1 � p)5 zeigt die Ablehnwahr-s
heinli
hkeit von H0 als Funktion von p. An ihr kann man die Wahrs
heinli
hkeitfür den �-Fehler (G(p), p = 12) und die �-Fehler (1 � G(p), p 6= 12) ablesen.
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Man erkennt: Die Ablehn-wahrs
heinli
hkeit von H0wird erst groÿ, wenn p starkvon 12 abwei
ht.
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Kritis
he Region und Annahmeberei
h
Der Test unters
heidet 2 Teilmengen des Werteberei
hs der Testfunktion U :
1. Führt die Realisierung von U zu den Werten 0 oder 5, so verwerfen wir H0:Die Menge f0; 5g heiÿt kritis
her Berei
h des Tests.2. Führt die Realisierung von U zu einem Wert der Menge f1; 2; 3; 4g, so behaltenwir H0 (bis auf weiteres) bei.Die Menge f1; 2; 3; 4g heiÿt Annahmeberei
h des Tests.
� Typeset by FoilTEX � 4

Vergröÿerung des kritis
hen Berei
hs
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Dur
h Vergröÿerung deskritis
hen Berei
hs wird der�-Fehler kleiner, der �-Fehler dagegen gröÿer.Die Graphik zeigt die Gütefunktionen des Münzwurftests für Sti
hprobenumfangn = 10 und die kritis
hen Berei
he K1 = f0; 1; 9; 10g, K2 = f0; 1; 2; 8; 9; 10g,K3 = f0; 1; 2; 3; 7; 8; 9; 10g.� Typeset by FoilTEX � 5



Erhöhung des Sti
hprobenumfangs
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Dur
h Erhöhung des Sti
h-probenumfangs wird der �-Fehler kleiner, der �-Fehlerdagegen gröÿer.Die Graphik zeigt die Gütefunktionen Gn des Münzwurftests zum kritis
hem Berei
hK = f0; 1; 2; 3; n� 3; n� 2; n� 1; ng und Sti
hprobenumfang n = 10; 13; 16.
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Kontrolle des �-Fehlers
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�-Fehler wiegen s
hwe-rer als �-Fehler. Deshalbgestaltet man Tests so,dass die Wahrs
heinli
h-keit für einen �-Fehler un-terhalb eines vorgebenenSigni�kanzniveaus �bleibt (übli
he Werte: � =0:05; 0:01; 0:001).Die Graphik zeigt die Gütefunktionen Gn der Tests zum Niveau � = 0:05 mitSti
hprobenumfang n = 9; 12; 17 und kritis
hen Berei
hen K9 = f0; 1; 8; 9g,K12 = f0; 1; 2; 10; 11; 12g bzw. K17 = f0; 1; 2; 3; 4; 13; 14; 15; 16; 17g.� Typeset by FoilTEX � 7



Trenns
härfe
Eine wüns
henswerte Eigens
haft eines Tests ist die Trenns
härfe. Darunterversteht man die Eigens
haft, dass ein Test (neben der Einhaltung der �-S
hrankefür den Fehler 1. Art) mögli
hst kleine Werte für die Wahrs
heinli
hkeit des Fehlers2. Art aufweist. Damit �trennt� der Test die Hypothese H0 mögli
hst �s
harf� vonden Alternativen zu H0.Im Fall des Münzwurfs heiÿt dies, dass die Gütefunktion des Tests für p 6= 12 mögli
hstgroÿe Werte annehmen soll.Man kann zeigen, dass man �beliebig s
harfe� Tests erhält, wenn der Sti
hproben-umfang entspre
hend erhöht werden kann.
� Typeset by FoilTEX � 8

Einseitige Alternative H1
Der soeben betra
htete Münzwurftest war symmetris
h in dem Sinn, daÿ als Alter-native zur Nullhypothese H0: p = 12 (stills
hweigend) die Hypothese H1: p 6= 12betra
htet wurde.Es kann jedo
h sinnvoll sein, die Alternative H1 einseitig zu formulieren.Beispiel 1. S1 fordert S2 zu einer Wette auf. S1 setzt auf A einen gewissenBetrag, S2 soll auf Z einen ebenso groÿen Betrag setzen. Die Münze gehört S1. S2hat Zweifel, ob die Münze fair ist und vermutet, dass A öfter fällt als Z.S2 erhält Gelegenheit für einen Test. S2 nimmt si
h vor, die Münze fünfmal zu werfenund sie zu beanstanden, wenn AAAAA eintritt.� Typeset by FoilTEX � 9



Formale Bes
hreibung des einseitigen Tests
� H0 : p � 12, H1 : p > 12,� TestgröÿeU(X1; : : : ; X5) = P1�i�5Xi,� kritis
her Berei
h K = f5g.� Signi�kanzniveau � = 0:05

Gütefunktion
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� Typeset by FoilTEX � 10
Steigerung der Trenns
härfe: n = 16

� H0 : p � 12, H1 : p > 12,� TestvariableU(X1; : : : ; X16) = P16i=1Xi,� kritis
her Berei
hK = f12; 13; 14; 15; 16g.� Signi�kanzniveau � = 0:05

Gütefunktion

0:05
0:50
1:00

0:00 0:25 0:50 0:75 1:00psssssssssssssssssssssssssssss
ss

ss
s
s
s
s
s
s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s
s
s
ss

ssssss

� Typeset by FoilTEX � 11



Anwendung: Einseitiger Zei
hentest
Beispiel 2. [Einseitiger Zei
hentest℄ Zwei Lehrmethoden, A und B, sollenvergli
hen werden (angebli
h ist B besser als A). Von 16 Zwillingspaaren soll dazujeweils eine Person mit A, die andere mit B ges
hult und dann der Lehrerfolg anhandeines einheitli
hen Tests festgestellt werden. Ist B besser als A, dann ist der Anteilp der Zwillingspaare, bei denen mit B ein besseres Resultat als mit A erzielt wordenist, gröÿer als 12.Man testet H0 : p � 12 einseitig gegen H1 : p > 12 zum Niveau � = 0:05.Die Dur
hführung ergibt: 13 mal hat B zu einem besseren Resultat geführt als A.Man kann damit H0 auf dem 5%-Niveau ablehnen und sagen, dass B besser als Aist.� Typeset by FoilTEX � 12

Haben statistis
he Tests Beweiskraft?� Eine mögli
herweise wahre Hypothese über eine statistis
he Grundgesamtheit wirdals H1-Hypothese, die Gegenhypothese als H0-Hypothese formuliert.� Ein statistis
her Test kann die Hypothese H1, au
h wenn sie zutri�t, ni
htbeweisen und die Hypothese H0, au
h wenn sie fals
h ist, ni
ht widerlegen.� Ähnli
h wie indirekte mathematis
he Beweise zielen statistis
he Tests daraufab, die mögli
herweise fals
he Hypothese H0 zugunsten der Hypothese H1 zuverwerfen, und zwar auf der Grundlage von Testresultaten, die der Hypothese H0widerspre
hen.� Anstatt auf absolute Beweiskraft kann man si
h nur auf eine kontrollierbar kleine(aber positive) Irrtumswahrs
heinli
hkeit (Signi�kanzniveau) berufen.� Typeset by FoilTEX � 13



Asymmetrie zwis
hen �- und �-Fehler
Statistis
he Test können versagen, nämli
h1. wenn H0 zutri�t und trotzdem abgelehnt wird (�-Fehler),2. wenn H0 fals
h ist und H0 denno
h ni
ht abgelehnt wird (�-Fehler).Bei keinem Test kann man die Wahrs
heinli
hkeit für �-Fehler und �-Fehler glei
h-zeitig minimieren. Daher muss man si
h damit begnügen,� dur
h ein vorgegebenes Signi�kanzniveau den �-Fehler zu kontrollieren und� den �-Fehler dur
h Steigerung der Trenns
härfe zu verringern.� Typeset by FoilTEX � 14

Struktur eines statistis
hen Tests1. Über die (teilweise) unbekannte Verteilung einer statistis
hen Grundgesamtheitsind alternative Hypothesen H0 (mögli
herweise fals
h) und H1 (mögli
herweisewahr) formuliert.2. Sti
hprobenvariablen X1; : : : ; Xn zur Grundgesamtheit bilden eine TestgröÿeTn(X1; : : : ; Xn), deren theoretis
he Verteilungseigens
haften in Abhängigkeitvon den Hypothesen bekannt sind.3. Sti
hprobenumfang und kritis
her Berei
h für die Ablehnung von H0 sind sofestgelegt, dass eine vorgegebene Irrtumswahrs
heinli
hkeit für eine fäls
hli
heAblehnung von H0 ni
ht übers
hritten wird.4. Liegt der Wert von Tn bei Realisierung der Sti
hprobe im kritis
hen Berei
h, wirdH0 zugunsten H1 verworfen, sonst angenommen.� Typeset by FoilTEX � 15



Beispiel: Test für den Anteilswert p (zweiseitig)� Hypothesen: H0 : p = p0 ; H1 : p 6= p0,� Testgröÿe: Tn(X1; : : : ; Xn) = X1�i�nXi(mit B(1; p)-verteilten ZVn Xi).� Untere und obere Grenzen Au; Ao des Annahmeberei
hs für die B(n; p)-verteilteTestgröÿe Tn bei Test auf dem Niveau �:
Au = min 8<:k 2 N

������Pp0(Tn � k) > �2 9=; ;
Ao = min 8<:k 2 N

������Pp0(Tn � k) � 1� �2 9=; :� Typeset by FoilTEX � 16
Korrektes statistis
hes Testen

1. Testverfahren, Hypothesen, Signi�kanzniveau und Sti
hprobenumfang sind vorabfestzulegen.2. Kann dur
h das Testverfahrens H0 ni
ht abgelehnt werden, ist es unzulässig(a) andere Tests auszuprobieren,(b) � na
hträgli
h zu erhöhen,(
) so lange Sti
hproben zu ziehen, �bis H0 s
hlieÿli
h do
h no
h abgelehnt wird�.
� Typeset by FoilTEX � 17


