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Bayes-Schatzung

Verteilungsfamilie {f(. | ) | 8 € ©} bekannt, wahrer Parameter 8y unbekannt,

A-Priori-Verteilung des wahren Parameters f(6) intuitiv bekannt;

Stichprobe, Experiment: X1, Xo, ..., X,, unabhangig, verteilt nach f(. | 6o),

A-Posteriori-Verteilung des wahren Parameters:

f(z1, 2o, ...,z | 0)f(6)
19, f(z1, 22, ..., zn | 0)f(6)dO°

f@ |z, zo...,2,) =

Wechsel von A-Priori- zu A-Posteriori-Verteilung auf Grund von Stichprobendaten.
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Beta-Verteilungen

Gamma-Funktion:
I'(z)=°t* e tdt (>0), T(z+1)=zl(z), I'(n)=(n-1)

Betafunktion:

B(a,B) = Fp((aozi(ﬁﬁ)) = /01 u* M1 — u)'ﬁ_ldu (a,6>0).

Betaverteilung:

f(@) = g (1—2)’ (0<2 <1),EX = %, Var(X) = 557

B(a,B) ~ atf? a+pf+1)(a+p)?
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Dichten von Betaverteilungen

Dichten von Betaverteilungen

Abbildung 1: Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Betaverteilung
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Beispiel 1. [conjugate prior fiir X ~ B(1,p)] A-Priori-Wissen: Ep = 0.4,
Var(p) = 0.1. Die A-Priori-Verteilung f von p wird als Betaverteilung angenommen.

a, B passen wir an: ﬁ = 0.4, (a+ﬁ+‘i)ﬂ(a+ﬁ)2 =01l=a=

4521
257 25"

f(z1, ..., za | D) f(D)
folf(ml)"')mn ‘ p)f(p)dp
p*r(1 —p)" srp®* (1 —p)P !

g pon(1 — p)n—snpa=1(1 — p)f1dp
(la+sn+B+n—sn)

I'a+ sp)T'(B+n — sp)

flp|zy,...;zn) =

a+sp)—1 (1 o p)(ﬂ—{—n—sn)—l

A-Posteriori-Verteilung ist eine Beta-Verteilung mit & = o+ 8,8 =B +n — sp.

Firn =10 und s, =9 istzB. o' =a+9, 6/ =68+ 1.
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Bayes-Schatzer

Definition. Bayes-Schitzer 0( X1, ..., X,) eines unbekannten Parameters 0y ist

der Erwartungswert der A-Posteriori-Verteilung.

Beispiel. (Fortsetzung von Beispiel 1)

B a -+ sy _ a/n+z
Ca+ts,+B+n—s, a/n+B/n+1

p(x1,...,Zy)

Fiir n — oo schwindet der Einfluss des A-Priori-Wissens.
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Gamma-Verteilungen

e Dichtefunktion:

o 6—2/0
f(z| k,8) = zF 19kr(k) for £ >0

mit Formparameter kK > 0 Skalierungsparameter 8 > 0.

e Alternative Darstellung mit Formparameter & = k und inversem Skalierungspara-
meter 8 = 1/06:

9(z | a,B) = xalﬂ?'fa)ﬁm for £ >0

e Erwartungswert kf bzw. /8, Varianz k6% bzw. /3%
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Dichten von Gammaverteilungen (o =p,8 = %)
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Abbildung 2: Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Gammaverteilung
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Beispiel 2. [conjugate prior fiir X ~ II())]

flz|A) =2 e
flze,...,zo | A) = I (Am_j!i_e—,\>

>z _
A 1_en)\

Fiir beliebige A-Priori-Verteilung f erhalten wir als A-Posteriori-Verteilung

et e M)

_ Mz;! sz, —nA
FO @1,y n) = 22— ~ AT e M ()
S e (M) dA
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Fiir die Gammaverteilung g(z | a, B) als A-Priori-Verteilung mit

o\ | @, B) = %A‘He—”

erhalten wir

fA | zy,...,z,) ~ A-%ie ™g(A\]|a,pB)

~ )\Z :Ez-e—n)\ B¢ )\a—le—ﬁ)\

')

~ )\Z z,+a—1 f(n+ﬁ))\

(&4

und damit wieder eine Gammaverteilung: g(z | o + = z;, B + n).

e . . _|_Z .
Bayes-Schatzer X(z1, . . ., Ty) ist somit %ﬂ
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