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Abbildung 1: Notenstatistik

1. (10 Punkte) (Bedingte) Wahrscheinlichkeit

Fiir die “Neue Grippe” gibt es einen Labortest. In 10% der Falle liefert er falschlicherweise das
Resultat “negativ”, obwohl die Krankheit vorliegt. In 30% der Félle liefert er falschlicherweise
das Resultat “positiv”, obwohl die Krankheit nicht vorliegt. Fiir die Aufgabe nehmen wir an,
dass 5% der Bevolkerung an der “Neue Grippe” erkrankt sind.

(a) Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Labortest ein korrektes Ergebnis liefert?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person tatsdchlich an der “Neuen Grippe”
erkrankt ist, wenn der Labortest das Resultat “positiv” liefert?
(c) Ein “alternativer Test” liefere stets das Resultat “negativ”.

Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, dass der “alternative Test” ein korrektes Ergebnis
liefert?

Lésung A :=“Neue Grippe” liegt vor, Pos := Test liefert “positiv”’, Neg := Test liefert “negativ”.

Den Angaben entnimmt man: P(Neg | A) = 0.1, P(Pos | 7A) = 0.3, P(A) = 0.05.

Folgerungen: P(Pos | A) =1 — P(Neg | A) = 0.9, P(Neg | "A) = 1 — P(Pos | ~A) = 0.7. P(-A) =
1— P(A) =0.95.

Antworten:

(a) P(Test korrekt) = P(Pos A A) + P(Neg A =A) = P(Pos | A)P(A) + P(Neg | ~A)P(-4) =
0.9-0.0540.7-0.95 =0.71.
P(Pos | A)P(A) 0.9-0.05

= = 0.136364.
(Pos | A)P(A) + P(Pos | —A)P(=A) ~ 0.9-0.05 + 0.3 0.95

(b) P(A| Pos) = =

1



(c) P(Alternativtest korrekt) = P(—A) = 0.95.

. (10 Punkte) Gemeinsame Verteilung

Seien X,Y ~ U[0, 1] unabhéngige Zufallsvariablen.

Gesucht ist die Dichte von X — Y.

Hinwetse: Hine Unterscheidung der Falle —1 < 2z <0 und 0 < 2z <1 fiir X — Y < 2z kann hilfreich sein.
Losung Sei F(z) = P(X - Y < z).

“1<2<0: F()=P(Y>X—z)= [ [ dyde=(14+2)?/2= F'(z) =1+2.

0<z<1: F(z2)=P(Y >X—2)= fozfoldyda:—l—lele_z dydz=1-(1-2)%/2=F'(z) =1-z.
Somit ist die gesuchte Dichte f(z) = (1 — |2])[-1 < z < 1].

. (10 Punkte) Transformation einer Zufallsvariablen
Die Zufallsvariable X habe die Dichte fx(z) = 3z%[0 < z < 1].
Welche Dichte hat 1/X7?

Lisung
Y =1/X. fy(y) = fx(1/y) - | = 1/y*| =3 (1/y*) - [0 < 1/y <1] - (1/y*) = (3/y*) - [1 <y < o0].
. (10 Punkte) Korrelation

Seien X,Y ~ U[0, 1] unabhéngige Zufallsvariablen.

Berechnen Sie die Korrelation p(X, X + 1Y).

Loésung

VarY = Var X = EX? — (EX)? = [ 2%dz — 1/4 = 1/12 = o(X) = /1/12.

Var(X +(1/2)-Y) = Var X + (1/4) - VarY = 5/48 = o(X + (1(2) - Y) = (1/2)+/5/12.

Cov(X,Y)=0.

Cov(X,X +(1/2)-Y) =VarX + (1/2) - Cov(X,Y) = Var X.

p(X, X +(1/2)-Y) = Cov(X, X +(1/2) - Y)/(0(X) - o(X +(1/2)-Y)) = o(X)/o(X +(1/2) - Y) = 2//5.
. (10 Punkte) Normalverteilung

Die Zufallsvariable X sei normalverteilt mit Mittelwert 16 und Varianz 25.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(20 < X — 1 < 30).

Loésung

P(20< X -1<30)=P(5<X—-16<15)=P(1 < (X —16)/5 < 3) = &(3) — $(1) = 0.9987 — 0.8413 =
0.1574.

. (10 Punkte) Mazimum-Likelihood-Schétzung

Wahrend der Vorlesung kommen dauernd Studenten zu spat. Der Dozent beobachtet die folgen-
den drei Zeitabstdnde (in Minuten): 5,8,5. Er nimmt an, dass die Zeitabstdnde exponentialverteilt
sind mit Dichte f(¢ | @) = ae™**[0 < ] und schitzt o mit der Maximum-Likelihood-Methode.

Welchen Schitzwert & erhilt er?

Losung Maximum-Likelihood-Funktion: ¢(a) = ale *(5+8+5) = g3¢— 182,



W(2) =0 & (ny)(a) = 0.

lny(a) =3na - 18a.
(Iny)(a)=3/a—18=0=a=1/6.
a=1/6.

. (10 Punkte) Momenterzeugende Funktion
Die Zufallsvariable X habe die momenterzeugende Funktion ¢p(u) = Ee** = —a/(u — a).

Welchen Wert haben EX (1.Moment) und EX? (2.Moment) ?

Lésung ¢'(u) = a/(u — a)?. Damit ist EX = ¢/(0) = 1/a.
¢"(u) = —2a(u — a)/(u — a)* = —2a/(u — a)?. Damit ist EX? = ¢"(0) = 2/a2.

. (10 Punkte) Konfidenzintervall

Der Milchsduregehalt einer Kasesorte sei normalverteilt mit unbekanntem Mittelwert p und

unbekannter Varianz o2.

Es werden sechs Stichproben durchgefiihrt mit den Ergebnissen 0.9,1.1,0.9,0.9,1.1, 1.1.

Geben Sie das Konfidenzintervall fiir 4 mit Konfidenzwahrsscheinlichkeit 0.9 an.

Losung 2 =1.01,7% =1.0. 02 = 22 — 2% = 0.01.

Das 0.95-Quantil der ¢5-Verteilung ist ¢ = 2.015.

Das Konfidenzintervall ist [Z — cy/(1/5)02,Z + cy/(1/5)a2] = [0.909886, 1.09011].

. (10 Punkte) Statistischer Test

Ein Medikament hilft angeblich in mindestens 90% aller Félle. Diese Aussage soll durch eine
Stichprobe vom Umfang 121 mdglichst nachgewiesen werden (Signifikanzniveau o = 0.05).

(a) Formulieren Sie den Test (Hypothesen Hy, Hy, Testgrofe, Verteilung der Testgrofe, An-
nahmebereich).

(b) Bei der Stichprobe wird in 115 Féllen ein Heilerfolg festgestellt.
Wie lautet die Entscheidung?
Wie zuverldssig ist die Entscheidung?

Loésung

(a) Hy:p<0.9,H;:p>0.9.
Testgrofie T' = ﬁ Y 1<icizy Xi mit X; = 1 falls bei der s-ten Stichprobe eine erfolgreiche Behand-
lung festgestellt wird, andernfalls X; = 0.

Die Testgrofe ist anndhernd normalverteilt.
Annahmebereich: [0,0.9 + 1/242 + 1.645,/0.9 - 0.1/121] = [0, 0.948996].
(b) 115/121 = 0.950413. Die Nullhypothese wird abgelehnt.
Es ist damit statistisch nachgewiesen, dass das Medikament in mindestens 90% der Falle hilft.

Die Entscheidung ist im ungiinstigsten Fall mit Wahrscheinlichkeit 0.05 falsch.



Werte der Standardnormalverteilung ®(z) = P(X < z) fiir 2> 0
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Obere Perzentile der ¢-Verteilung mit df Freiheitsgraden

df | 90% 95% 97.5% 99% 99.5%  99.9%
1/3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.313
211886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327
311638 2353 3.182 4541 5.841 10.215
411533 2132 2776 3.747 4.604 7.173
511.476 2.015 2571 3.365 4.032 5.893
61440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
7|1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.782
811397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.499
911383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.296
10| 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.143
11]1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.024
121 1.366 1.782 2.179 2,681 3.055 3.929
13]1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852
14| 1.345 1.761 2.145 2,624 2.977 3.787
15| 1.341 1.753 2.131 2,602 2.947 3.733
16 | 1.337 1.746 2.120 2,583 2.921 3.686
17]1.333 1.740 2.110 2,567 2.898 3.646
18| 1.330 1.734 2.101 2552 2.878 3.610
191 1.328 1.729 2.093 2539 2.861 3.679
20| 1.325 1.725 2,086 2.528 2.84b5 3.552
211323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.627
2211321 1.717 2074 2508 2.819 3.505
2311319 1.714 2069 2.500 2.807 3.485
241318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467
251316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450
26 | 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435
2711314 1.703 2.062 2.473 2.771 3.421
28 | 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408
29 | 1.311 1.699 2.046 2.462 2.756 3.396
30 | 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385
40 | 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307
50 | 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261
60| 1.296 1.671 2000 2.390 2.660 3.232
70| 1.294 1.667 1.994 2.381 2.648 3.211
80 |1.292 1.664 1990 2.374 2.639 3.195
90 | 1.291 1.662 1.987 2.368 2.632 3.183
100 | 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174
oo | 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090




