WS 2008/09 Lineare Algebra Quiz 1 (70 min)

1. Die Vektoren z,v, z € R* spannen den Vektorraum U auf.

Welche Werte sind fiir die Dimension von U mdglich? dimU = 0,1,2 oder 3.

Tei | nehner

Uberlegen: Was versteht man unter
Aufspannen (Erzeugen) eines Unter-
raums? Was st ein Erzeugenden- 15
system? Wann ist ein Erzeugenden- 10
system eine Basis? Was 1st die Di- 5
mension eines Unterraums? _ . Sl Punkte

25

20

2. Die 4 x 3-Matrix A hat drei Pivotspalten.

Welchen Nullraum hat A? N(A) = {0}
Uberlegen: Welche Spalten sind Pi- Tei | nehrer

votspalten, welche Spalten sind freie 40

Spalten? Wieviele Pivotspalten und 20

wieviele freie Spalten kann eine Ma-
triz haben? Wie bestimmt man
aus diesen Anzahlen die Nullraumdsi-
mension?

20

10

Punkt e

3. Sei A wie in Aufgabe 2 und B = l 4 ]

—A
Wieviele Pivotspalten hat B? Zahl der Pivotspalten = 3
Tei | nehner
Uberlegen: Was passiert beim Uber- 50
gang zur Zeilenstufenform mat der 40
unteren Halfte der Matriz B? Was 30
bedeutet das fir die Anzahl der Pi- 20

10

votspalten?
Punkt e

4. Sei A wie in Aufgabe 2 und C = [A A].

w

Wieviele Pivotspalten hat C'? Zahl der Pivotspalten =

2 P.

2 P

3 P.

4 P.
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Tei | nehner
50

Uberlegen: Was passiert beim Uber-
gang zur Zeilenstufenform mat der
rechten Hdlfte der Matriz C? Was
bedeutet das flir die Anzahl der
Pryotspalten?

40

30

20

10

Punkt e

. Sei D eine 4 x 3-Matrix mit rank D =3 und F = g g

(O steht fiir eine Nullmatrix mit passendem Format).

[\o)

Welche Dimension hat der linke Nullraum von E? dim N(ET) =

Uberlegen: Was passiert beim Uber-

gang zur Zeilenstufenform mait den Tei | nehrer
verschiedenen D’s und dem O der 60
Matriz E ? Woaieviele Pivotspalten ig
entstehen insgesamt? Welche Di- 0
mension hat der Spaltenraum wvon 20

E? Waie berechnet man hieraus die 10

Dimension des linken Nullraums von
E?

Punkt e

| habe die vollstandige Lésung z = [’81

LAz =]

DN SN

Wie lautet A? A= [

MY NIN
I
NFENIN

oo
| S

Uberlegen: Was sagt die partikuldre
-1 .
Lésung [8] uber die erste Spalte

Tei | nehner
von A aus? Was sagt die L6- 50
sung [:1)1} des zugehorigen homoge- 40
nen Problems uber den Zusammen- 30
hang zwischen erster und zweiter 20
Spalte von A aus? Was sagt die Lo- 10
sung [%] des zugehorigen homoge- 0 1 2 3 4 5 6 funkte

nen Problems tber die dritte Spalte
von A aus?

. Wahr oder falsch?
Ist A eine n x n-Matrix mit N(4) = {0}, dann ist auch N(AT) = {0}.
wahr &  falsch O

4 P.

6 P.

2 P.
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10.

Uberlegen: Wie sieht die “Land-
karte” der wer fundamentalen Un-
terrgume fir A aus? Welche Dimen-
stonen haben sie?

. Wahr oder falsch?

Tei | nehner
50
40
30
20
10

Punkt e

Die invertierbaren 5 x 5-Matrizen bilden einen Unterraum.

Uberlegen: Was wdre das Nullele-
ment dieses Vektorraums? Die Null-
matriz O. Ist O invertierbar? Nein.

Wahr oder falsch?

wahr () falsch

Tei | nehrer
40
30
20
10

Punkt e

Ist B eine 2 x 2-Matrix mit B? = O, dann ist B = O.

Uberlegen: Gdbe es ein invertier-
bares B # O mit B? = O, wiirde fol-
gen: B = B7'B?> = B0 =0, ein
Widerspruch. Also muss man B # O
mit B? = O unter den nichtinvertier-
baren Matrizen suchen, wenn man
vermutet, dass es exristiert. Tatsdch-
lich hat B = [J}] die gewiinschte
Eigenschaft.

Wahr oder falsch?

Ist A eine n x n-Matrix mit linear unabhéngigen Spalten, dann ist Az = b fiir jedes

b € R™ losbar

wahr (O  falsch &

Tei | nehner

40
30
20

10

Punkt e

wahr Q  falsch O

3 P.

3 P.

2 P.
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11.

12.

13.

Tei | nehner
60

Uberlegen: Wie sieht die “Land-

50

karte” der wier fundamentalen Un- 0
terrdume flir A aus? Wie in Auf- 30
gabe 7. Der Spaltenraum hat volle 20

. . 10
Dimension n.

Punkt e

01 0|1 0 -1 2
SeiB=|1 1 0||0 1 1 -1
1 0 1] (0 O 0
1 2
Geben Sie eine Basis von N(B) an. Eine Basis von N(B) ist [_11] , { : ] 6 P.
0 1
.. . . Tei | nehner
Uberlegen: B = AR mit A in- 5
vertierbar und R in Zeilenstufen- "
form. ARz = 0 < Rz = 0. 30
N(B) = N(R). Eine Basis von N(R) 20
bekommt man mat der ublichen Kon- 10
struktion. 5 5 - - Punkt e
Sei B wie in Aufgabe 11. Geben Sie eine partikuldre Losung von Bz = [é] an.
: : 17 . 9
Eine partikuare Losung von Bz = [ L } 1st {(1]} 6 P.
0
Tei | nehmer
60
Uberlegen: Die zweite Spalge von B jz
1 1
; ? 11— 30
15t [é} (warum?), d.h. B [8} [é} -
10
0 > 3 6 Punkt e
Wahr oder falsch?

Sei A beliebig. A und — A haben die gleichen vier fundamentalen Unterrdume.
wahr falsch O 2 P.
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14.

15.

16.

Tei | nehner

Uberlegen: Die Spalten von A und
von —A spannen den gleichen Raum
auf = C(A) = C(-A). (Az =0 <
—Az = 0) = N(A) = N(—A). Aus
dem gleichen Grund ist C(AT) =
C(—AT) und N(AT) = N(-AT).

Punkt e

Wahr oder falsch?

Sind A, B Matrizen mit den gleichen vier fundamentalen Unterrdumen, dann ist
A = cB fiir ein geeignetes ¢ € R.

wahr () falsch & 5 P.

Tei | nehner
Uberlegen: Ein Gegenbeispiel ist mit
A =1 und B = [} Y] gegeben:
C(A) = C(B) =R? N(A) = N(B) =
{0}, also stimmen die vier funda-
mentalen Unterrdume tberein.

Punkt e

0 5

Welche der vier fundamentalen Unterrdume &ndern sich nicht, wenn man in einer
Matrix A zwei Zeilen tauscht?

Es dndern sich nicht: | N(4), C(AT) 4 P.
Uberlegen: Natiirlich dndert sich der Tei L nahmer
Zeilenraum C(AT) nicht. Der Null- "
raum N(A) dndert sich auch nicht, 25
denn Az = 0 & PAz = 0 fur 20
jede Zeilentauschmatriz P. Dagegen 1
kénnen sich C(A) und N(AT) dn- 12
dern, wie man am Beispiel A = [}] 5 . . Punkt e
steht.

Wahr oder falsch?
B gibt eine Matrix 4, fir die gilt: [ 3 | € N(4) und [ 3 | € C(47).
wahr () falsch Q 6 P.
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Uberlegen: Wenn die Behauptung
stimmt, gibt es einen Vektor y
mit yTA = [12-1]; folglich ist
Tl L] 1] —

Y A[_zl] = [12—1][_21] = 6. And-

rerseits 1st aber A [ %1] der Nullvek-

tor. Widerspruch!

17. Gegeben ist die Matrix

b
Il
o RN O

Tei | nehner

40

30

20

10

Punkt e

(a) Bestimmen Sie die LU Zerlegung der Matrix.

Sorry, A ist nicht quadratisch, hmmm. ..

1 0 0

0 1 0

A=| -2 0 1

-1 -1 2

o o0 3

Whiederholen: Wenn man A

schrittweise in eine  obere
Drevecksmatriz U uberfiihrt
und daber von oben nach un-
ten und von lnks nach rechts
arbeitet, fallt fir jeden Schritt
eine Zahl an. In welcher Form
tauchen diese Zahlen in L auf?

o B O O O

es geht aber trotzdem:

= O O O O
o O O O |
—_
O O O =
—
O O W o N

Tei | nehmer

40

30

20

10

0 1 > 3 2 Punkt e

(b) Geben sie die Dimensionen der 4 Fundamentalrdume an.

dimN(A) =0, dimC(4T) =3,

Wiederholen: Wie bestimmt man
die Dimensionen der wvier funda-
mentalen Unterrdume?

dimC(A) =3, dimN(A4T)=2.

Tei | nehner

35
30
25
20
15
10

5

Punkt e

i P.

2 P.
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18. Beantworten Sie die folgenden Fragen zu Mathematica durch Ankreuzen der richti-
gen Antwort.

(a) {{1,2,3}}.{{4},{5},{6}} ergibt:

O {1,2,3,4,5,6% (O 32

2 P
O {4,10,18} & keines der Drei (sondern {{32}})
Tei | nehmer
Empfehlung: Mehr mit Mathe- :z
matica experimentieren, Mathe- 0
matica zum Lésen von Aufgaben 30
oder zur Kontrolle von Losungen 20
einsetzen. 10
Punkt e

A sei eine Matrix, z und b seien Vektoren. Zur Losung der Gleichung Az =
verwendet man den Befehl:

(O LinearSolve[A.x,b] () Solve[Ax=b] 2p

® LinearSolve[A,Db] (O keinen der Drei

Tei | nehner
50

Empfehlung: Mehr mit Mathe-
matica experimentieren. Mathe-
matica zum Lésen von Aufgaben
oder zur Kontrolle von Losungen
ewnsetzen.

40

30

20

10

Punkt e



