
Lineare Algebra, Prüfung, mit LösungenM.Gruber, M.Ru
kert3. Februar 2009, 10:30�12:00, R1.006, R1.007, R1.008, R1.049, R2.007, R3.014(146)1. (a) Angenommen, M ist eine symmetris
he 3� 3-Matrix.Zuerst addieren Sie das Doppelte von Zeile 2 zu Zeile 3.Dann addieren Sie das Doppelte von Spalte 2 zu Spalte 3.Ist das Ergebnis wieder eine symmetris
he Matrix?Lösung Das Ergebnis ist h 1 0 00 1 00 2 1 iM h 1 0 10 1 20 0 1 i, eine symmetris
he Matrix.Antwort (�ja� oder �nein�): ja 4 P.(b) Gegeben ist die Matrix Q = 24 1=p2 1=p20 0�1=p2 1=p2:35Die Spalten von Q sind orthonormal.Bere
hnen Sie (QQT )7:Lösung (QQT )7 = Q(QTQ)6QT = QI6QT = QQT (I die 2� 2-Einheitsmatrix).Es ist QQT = h 1 0 00 0 00 0 1 i. (QQT )7 = h 1 0 00 0 00 0 1 i 6 P.2. Sei A = 24 1 �1 0�1 2 �10 �1 3 35 :(a) Führen Sie die Zeilenumformungen dur
h, die das U der LU-Zerlegung von A liefern.Wel
hes U erhalten Sie?Lösung A = h 1 �1 0�1 2 �10 �1 3 i h 1 �1 00 1 �10 �1 3 i h 1 �1 00 1 �10 0 2 i = U . U = h 1 �1 00 1 �10 0 2 i 3 P.1



(b) Wel
hes L ergibt si
h hieraus?Lösung Die ni
httrivialen Koe�zienten von L auÿerhalb der Diagonalen sind:L2;1 = �1; L3;2 = �1. L = h 1 0 0�1 1 00 �1 1 i 3 P.(
) Es soll das Glei
hungssystem Ax = b gelöst werden.Es sei bekannt: L h�11�1 i = b.Wie lautet x?Lösung x löst Ux = h�11�1 i.Rü
kwärtssubstitution liefert x = ��1=21=2�1=2 �. x = ��1=21=2�1=2 � 5 P.3. Die Glei
hung Ax = h 246 ihabe die vollständige Lösungh 101 i+ a h 210 i+ b h 0�11 i ; a; b 2 R:Wie lautet A?Lösung Wegen A h 210 i = 0 ist die zweite Spalte von A das (�2)-Fa
he der ersten Spalte.Wegen A h 0�11 i = 0 ist die dritte Spalte glei
h der zweiten, also ebenfalls das (�2)-Fa
he derersten Spalte.Wegen A h 101 i = h 246 i ist die Summe von erster und dritter Spalte von A glei
h h 246 i.Die Summe von erster und dritter Spalte von A ist das (�1)-Fa
he der ersten Spalte.Also ist die erste Spalte von A glei
h h�2�4�6 i. A = h�2 4 4�4 8 8�6 12 12 i 10 P.4. Gesu
ht ist der Projektor P , der auf die von h 1�12 i und h 220 i aufgespannte Ebene projiziert.(a) Wie lautet P ?Lösung Sei A = h 1 2�1 22 0 i.Die Projektionsebene ist C(A).P = A(ATA)�1AT .(ATA) = [ 6 00 8 ℄. (ATA)�1 = h 1=6 00 1=8 i.A(ATA)�1AT = h 1 2�1 22 0 i h 1=6 00 1=8 i � 1 �1 22 2 0 � = 13 h 2 1 11 2 �11 �1 2 i.2



P = 13 h 2 1 11 2 �11 �1 2 i 7 P.(b) Wel
he Eigenwerte hat P ?Lösung P hat die Eigenwerte 0 (einfa
h) und 1 (doppelt).Die Eigenwerte (mit Vielfa
hheiten) von P sind 0; 1; 1 3 P.5. I
h gebe eine (m� n)-Matrix A in Mathemati
a ein. Na
h Eingabe vonIn[2℄:= Eigensystem[A℄erhalte i
hOut[2℄= {{3, 3, 0}, {{1, 0, 1}, {1, 1, 0}, {-1, 1, 1}}}(a) Wie groÿ sind Zeilenzahl m und Spaltenzahl n von A? m;n = 3; 3 2 P.(b) Wel
he Dimension hat der Nullraum von A? dimN(A) = 1 2 P.(
) Wel
he Dimension hat der Spaltenraum von A? dimC(A) = 2 2 P.(d) Wel
he Dimension hat der Zeilenraum von A? dimC(AT ) = 2 2 P.(e) Wel
he Dimension hat der linke Nullraum von A? dimN(AT ) = 1 2 P.6. In der (t; y)-Ebene sollen die Punkte f(�1; 0); (0; 1); (1; 3=2)g mögli
hst gut (Kleinste Qua-drate) dur
h die Gerade y = a+ bt ge�ttet werden.(a) Wie lauten a und b?Lösung Die (unlösbare) Aufgabe lautet h 1 �11 01 1 i [ ab ℄ = h 013=2 i.Der Kleinste-Quadrate-Ansatz lautet h 1 �11 01 1 iT h 1 �11 01 1 i [ ab ℄ = h 1 �11 01 1 iT h 013=2 i.Somit ist [ 3 00 2 ℄ [ ab ℄ = h 5=23=2 i zu lösen. 3



Man erhält a = 5=6 und b = 3=4. a; b = 5=6; 3=4 6 P.(b) Wie groÿ ist die Summe der kleinsten Quadrate?Lösung 


h 1 �11 01 1 i h 5=63=4 i� h 013=2 i


2 = 



� 1=12�1=61=12 �



2 = 1=24.Summe der kleinsten Quadrate = 1=24 4 P.7. (a) Angenommen, Q ist eine 3� 3-Matrix mit rankQ = 1.Kann Q drei vers
hiedene Eigenwerte haben?Lösung Wenn rankQ = 1 ist, hat Q einen doppelten Eigenwert 0.Q kann hö
hstens no
h einen weiteren Eigenwert haben.Antwort (�ja� oder �nein�): nein 4 P.(b) Finden Sie eine Matrix A mit Eigenwerten �1 = 1; �2 = 2; �3 = 3.A soll keine Diagonalmatrix sein!Lösung (Beispiel) h 1 a 00 2 b0 0 3 i mit a 6= b mein A = h 1 1 00 2 00 0 3 i 6 P.8. (a) Wie lautet die Matrix F4 für die diskrete Fouriertransformation?Lösung F4 = 12 " 1 1 1 11 w w2 w31 w2 w4 w61 w3 w6 w9 # mit w = i, also F4 = 12 � 1 1 1 11 i �1 �i1 �1 1 �11 �i �1 i �F4 = 12 � 1 1 1 11 i �1 �i1 �1 1 �11 �i �1 i � 3 P.(b) Zeigen Sie: die zweite und dritte Spalte von F4 sind orthonormal.Lösung � 1i�1�i �� � 1�11�1 � = 1 � 1 + (�i) � (�1) + (�1) � 1 + i � (�1) = 1 + i� 1� i = 0.� 1i�1�i �� � 1�11�1 � = 1 � 1 + (�i) � (�1) + (�1) � 1 + i � (�1) = 1 + i� 1� i = 0 3 P.(
) Bere
hnen Sie x für F4x = � 0200 � :4



Lösung F4x = � 0200 �) F �4 F4x = Ix = F �4 � 0200� = � 1�i�1i � x = � 1�i�1i � 3 P.9. In den Dörfern A und B wohnen zu Beginn glei
h viele Mens
hen. Nun zieht Jahr für Jahrdie Hälfte der Einwohner von A na
h B (der Rest bleibt) und ein Viertel der Einwohner vonB na
h A (der Rest bleibt).(a) Wie verhält si
h die Einwohnerzahl von A zur Einwohnerzahl von B na
h einem Jahr?Lösung Na
h einem Jahr ist das Verhältnis (1� 1=2 + 1=4) : (1� 1=4 + 1=2) = 3 : 5.Die Einwohnerzahlen verhalten si
h na
h einem Jahr wie 3 : 5 2 P.(b) Gegen wel
hen Grenzwert (Glei
hgewi
ht) strebt das Verhältnis der Einwohnerzahl vonA zur Einwohnerzahl von B, wenn es �ewig� so weitergeht?Lösung Die Markovs
he Übergangsmatrix ist M = h 1=2 1=41=2 3=4 i.Sei x 2 R
2 der Bevölkerungsvektor der Glei
hgewi
htslage.Es gilt Mx = x, d.h. x ist Eigenvektor zum Eigenwert 1.Z.B. ist x = � 1=21 � ein sol
her Eigenvektor. x1 : x2 = 1 : 2.Die Einwohnerzahlen verhalten si
h �am Ende� wie 1 : 2 8 P.
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Abbildung 1: Notenverteilung. 82 Teilnehmer (146 Anmeldungen).
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