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De�nition 1. ([1℄, De�nition 2.3.1) Sei (Ω,F, P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum,
G eine Sub-σ-Algebra von F und X eine Zufallsvariable mit E|X| < ∞ (d.h. X istintegrierbar). Die dur
h G bedingte Erwartung von X, bezei
hnet mit E(X|G), ist eineZufallsvariable mit den Eigens
haften

E(X|G) : (Ω, G) −→ (R,B1) ist messbar (1)
∫

A

E(X|G)dP =

∫

A

XdP für alle A ∈ G. (2)
Ist G = σ(W) für eine Zufallsvariable W, so s
hreiben wir E(X|W) statt E(X|σ(W)).R 1. Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung → Vorlesung. 1
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Theorem 1. ([1℄, Theorem 2.3.2) Sei (Ω, F, P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum und
G eine Sub-σ-Algebra von F.1. Linearität: Für E|X| < ∞,E|Y| < ∞ und c1, c2 ∈ R gilt

E(c1X + c2Y|G) = c1E(X|G) + c2E(Y|G).

2. Ist E|X| < ∞,E|Y| < ∞,E|XY| < ∞ und ist X G-messbar, dann gilt
E(XY|G) = XE(Y|G). 2

M.Gruber, SS 2008 Sto
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he Di�erentialglei
hungen und stetige Prozesse3. Ist H eine Sub-σ-Algebra von G (H enthält weniger Information als G) undE|X| < ∞, dann gilt E(E(X|G)|H) = E(X|H).4. Unabhängigkeit: Ist X unabhängig von G und E|X| < ∞, dann gilt
E(X|G) = EX.

5. Bedingte Jensens
he Unglei
hung: Für ϕ : R −→ R konvex und E|X| < ∞ gilt
E(ϕ(X)|G) > ϕ(E(X|G)).
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De�nition 2. [Filtration℄ ([1℄, De�nition 2.1.1.) Sei Ω 6= ∅ und T > 0. Fürjedes t ∈ [0, T ] existiere eine σ-algebra F(t) und für alle s 6 t gelte F(s) ⊂ F(t).Dann heiÿen die σ-Algebren F(t), 0 6 t 6 T eine Filtration.De�nition 3. [Adaptiertheit℄ ([1℄, De�nition 2.1.6.) Sei (Ω,F, P) ein Wahr-s
heinli
hkeitsraum, ausgestattet mit einer Filtration F(t), 0 6 t 6 T von Sub-σ-Algebren von F und seien X(t), t ∈ [0, T ] Zufallsvariablen.Die Zufallsvariablen X(t) heiÿen adaptiert, wenn jedes X(t) F(t)-messbar ist.
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De�nition 4. ([1℄, De�nition 2.3.5.) Sei (Ω,F, P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum,
T > 0 und F(t), 0 6 t 6 T eine Filtration aus Sub-σ-Algebren von F. Ein adaptierterProzess M(t), 0 6 t 6 T heiÿt1. Martingal, wenn E(M(t)|F(s)) = M(s) für alle 0 6 s 6 t 6 T gilt. Martingalehaben glei
hbleibende Tendenz.2. Submartingal, wenn E(M(t)|F(s)) > M(s) für alle 0 6 s 6 t 6 T gilt. Submar-tingale haben keine fallende Tendenz.3. Supermartingal, wenn E(M(t)|F(s)) 6 M(s) für alle 0 6 s 6 t 6 T gilt. Super-martingale haben keine steigende Tendenz. 5


