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Bedingte Erwartung

Definition 1. ([1], Definition 2.3.1) Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
G eine Sub-o-Algebra von F und X eine Zufallsvariable mit E|X| < oo (d.h. X ist
integrierbar). Die durch G bedingte Erwartung von X, bezeichnet mit F(X|G), ist eine
Zufallsvariable mit den Eigenschaften

E(X|S):(Q,3) — (R, B;) ist messbar (1)
J E(X|9)dP:J X dP firalle A € 6. 2)
A A

Ist G = o(W) fiir eine Zufallsvariable W, so schreiben wir E(X|W) statt E(X|o(W)).

R 1. Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung — Vorlesung.
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Eigenschaften der bedingten Erwartung

Theorem 1. ([I], Theorem 2.3.2) Sei (QQ,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
G eine Sub-o-Algebra von F.

1. Linearitdt: Fir E|X] < oo, E|Y| < 0o und c1,¢c; € R gilt

E(ciX+c2Y(G) = aiE(X|G) + ¢, E(Y]9).

2. Ist E|X| < 00, E|Y| < 00, E|XY| < 0o und ist X G-messbar, dann gilt

E(XY[G) = XE(Y|3).
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3. Ist H eine Sub-o-Algebra von G (3 enthilt weniger Information als G) und
E[X| < oo, dann gilt
E(E(X[S)|H) = E(X|H).

4. Unabhdngigkeit: Ist X unabhangig von G und E|X| < oo, dann gilt

E(X[|§) = EX.

5. Bedingte Jensensche Ungleichung: Fir @ : R — R konvex und E|X| < oo gilt

E(e(X)I5) = ¢(E(X[F)).
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Filtration, Adaptiertheit

Definition 2. [Filtration] ([I], Definition 2.1.1.) Sei Q # () und T > 0. Fir
Jedes t € [0, T] existiere eine o-algebra F(t) und fiir alle s < t gelte F(s) C F(t).

Dann heiBen die o-Algebren F(t),0 < t < T eine Filtration.

Definition 3. [Adaptiertheit] ([1] Definition 2.1.6.) Sei (Q,F,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, ausgestattet mit einer Filtration F(t), 0 < t < T von Sub-o-

Algebren von F und seien X(t), t € [0, T] Zufallsvariablen.

Die Zufallsvariablen X(t) heilen adaptiert, wenn jedes X(t) F(t)-messbar ist.
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Martingale, Submartingale, Supermartingale

Definition 4. ([1], Definition 2.3.5.) Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
T >0 und F(t), 0 <t <T eine Filtration aus Sub-o-Algebren von F. Ein adaptierter
Prozess M (t), 0 <t < T heilst

1. Martingal, wenn E(M(t)|F(s)) = M(s) firalle0 < s < t < T gilt. Martingale
haben gleichbleibende Tendenz.

2. Submartingal, wenn E(M(t)|F(s)) > M(s) fir alle 0 < s <t < T gilt. Submar-
tingale haben keine fallende Tendenz.

3. Supermartingal, wenn E(M(t)|F(s)) < M(s) firalle 0 < s <t < T gilt. Super-

martingale haben keine steigende Tendenz.



