Diskrete Mathematik (IFB2B), Priifung
mit Losungen

M.Gruber

15.Juli 2008, 08:30-10:00, R 1.008, R 2.007 (33)

1. (10 Punkte) Gréfiter gemeinsamer Teiler

(a) Wie lautet der gréfite gemeinsame Teiler d von z = 6388 und y = 51687
(b) Stellen Sie d in der Form d = az + by mit geeigneten a,b € Z dar. Wie lauten a und b?
Hinweis Falls Sie es brauchen kénnen: [{ 34]5 = 308 35,1
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(a) d=4,
(b) a =305,b = —377.
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2. (10 Punkte) Chinesischer Restsatz
Die Zahl n € {1,...,179} hat folgende Eigenschaften:

nmod9=7 mnmod4=3 mnmodb=1.

Wie lautet n?

Lésung

zmod9=1 zmod20=0 = z =100
ymod4 =1 ymod4b =0 =y =45
zmod5=1 zmod36=0 = z=36.

n = (7z + 3y + z) mod 180 = 871 mod 180 = 151.



3. (10 Punkte) Finden Sie eine geschlossene Form fiir die Rekursion

f0)=1, f(1)=0, f(n)=-4f(n-1)+5f(n—2).

Loésung Die charakteristische Gleichung z2 4+ 4z — 5 = 0 hat die Losungen. —5 und 1.
c1(=5)" und ¢c21™ = ¢ sind damit homogene Ldsungen.
Die Randbedingungen sind mit ¢; = L und ¢y = % erfiillt.

6
Alsoist f(n) = ¢ - (—5)" + 3.
4. (10 Punkte) Wie lautet die Erzeugendenfunktion G¢(z) = >, f(n)z™ zu f, wenn
fO)=1, f(1)=0, f(n)=-4f(n-1)+5f(n-2)
gilt (das gleiche f wie in (1))?

Lésung
Es ist

f(n)=—-4f(n—1)+5f(n —2)+ [n =0] + 4[n = 1]

mit den Konventionen “Iversonklammer” und f(k) = 0 fiir & < 0.

Es folgt
Gi(z)=—4) f(n—1)z"+5) f(n—2)2"+4) [n=1z"+) [n=0]"
= —42Gy(z) + 52°Gs(z) + 4z + 1,
somit ist
4z + 1
G =
@) = T —5a

5. (10 Punkte) Mzine-Sweeper, Grofie 4 x 5.

Zehn Minen sind versteckt. Nach zwei Spielziigen sieht das Tableau so aus:

o o oaoad
o o oo
o 2 2 O O
o o ooaod

Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Feld z

o o ooad
o z 0O 0O 0O
o 2 2 0 0
o o ooad

vermint ist?



Losung Betrachte

O 0 0 ¢ 0
e 0 o© x 0
e 2 2 x O
° o o x O
e Fall 1 | ° o x % Es gibt (3) (4) (3) (8) = 252 solche Konstellationen.
Anz. [2 0 2 6 2/\0/\2/ \6
In keinem dieser Fille ist £ vermint.
e o x ¢ : 3\ (4) (3) (8 .
e Fall 2 1T 1T 1 7 Es gibt (1) (1) (1) (7) = 288 solche Konstellationen.
In % dieser Falle ist z vermint.
e o x ( . 3\ [4) (3) (8) _ .
e Fall 8 2 0 2 0 s Es gibt (0) (2) (0) (8) = 6 solche Konstellationen.
In der Halfte dieser Falle ist  vermint.
1 1
. 025247288456 g5
P(z vermint ) = ——ptsaars® = 133 -

6. (10 Punkte) Sie haben zwei faire und einen unfairen Wiirfel. Beim unfairen Wiirfel wird jede
Augenzahl zwischen 1 und 5 mit Wahrscheinlichkeit % gewlirfelt, die Augenzahl 6 dagegen
mit Wahrscheinlichkeit % Sie wihlen zufillig (mit gleicher Wahrscheinlichkeit) einen der drei
Wiirfel und wiirfeln zweimal eine 6.

Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um den unfairen Wiirfel handelt?

Losung F = fairer Wiirfel, =F = unfairer Wiirfel, S = zwetmal die Sechs.

P(F)=2, P(-F) =1, P(S| F) = (%)% P(S|-F) = 2*.

_ P(S|~F)P(—F)
P(-F|8) = P(S|F)P(F)+ P(S | -F)P(~F)

7. (10 Punkte)
(a) Wieviele Personen braucht man mindestens, um sagen zu kdénnen, dass vier von ihnen
dasselbe Geschlecht haben?

(b) Wieviele Moglichkeiten gibt es, die Elemente der Menge {1, 2,3, ...,4n} so anzuordnen,
dass sich jede ungerade Zahl auf einer geraden Stelle befindet?

(c) Wieviele Worter kann man mit den Buchstaben des Wortes MAMMAMIA bilden?

(d) Es werden Worter der Lange n mit den Buchstaben 0,1,U,Z,X gebildet (z.B.: n = 6,
01ZZUX, XX01UZ,...).
Wieviele Worter der Lange n gibt es?

Lésung

(a) 7 (Taubenschlagprinzip).



(b) (2n)!- (2n)! = (2n)1?.
8l . I
(c) (4,;1) = a3 = 280 (Permutation mit Wiederholung).
(d) 5™ (Variationen mit Wiederholung mit n Elementen aus einer Menge mit vier Elementen).

8. (10 Punkte) Geben Sie Beispiele (fiir jede Methode mindestens eines, insgesamt mindestens
sechs), die die folgende Methode verwenden:
(a) lineares Backtracking mit fester Lénge,
(b) Backtacking mit beliebig langer Losung,
(c) Backtracking in der Ebene.

Lésung

(a) N-Damen-Problem, N-Tiirme-Problem (Generierung aller Permutationen), M-Tiirme (Gene-
rierung der Variationen ohne Wiederholung), M aufsteigende Tiirme (Generierung der Kom-
binationen ohne Wiederholung).

(b) Generierung aller Partitionen einer natiirlichen Zahl.

(c) Alle Ziige des Springers auf einem Schachbrett, Labyrinthproblem, Fotoproblem, Ballproblem.

9. (10 Punkte) Betrachten Sie die Menge der Permutationen von n Elementen mit lexikogra-
phischer Ordnung.

Die lexikographische Ordnung “kleiner” stellt eine totale Ordnung auf dieser Menge dar:

e Startelement (ohne Vorgénger) ist (1,2,...,n),
e Endelement (ohne Nachfolger) ist (n,n — 1,...,1).
e Beispiel fiir Nachfolger: (6,4, 1,2, 3,5) ist Nachfolger von (6,3,5,4,2,1).
Finden Sie die Nachfolger der Permutationen
(a) (2,3,1),
(b) (6,4,5,3,2,1),
(C) (772,671,479,875,3)'

Lésung
(a) (3,1,2),
(b) (67 57 1’ 2’ 374)7
(C) (77 27 6) 1) 57374) 8’ 9)'



