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9 Aufgaben. Es kénnen 90 Punkte erreicht werden. Zum Bestehen sind 30 Punkte erforderlich.

1. Sei A eine Matrix, die durch die {iblichen Zeilenoperationen in die Form

:[1142"
S

gebracht werden kann.

(a) Geben Sie eine Basis des Nullraums von A an.

Lésung Mit dem iiblichen Ansatz (Nullen und Einsen an die “richtigen” Stellen setzen,

—1 —4
restliche Komponenten ausrechnen) erhilt man die Vektoren { 1 } , { 0 }

0 1
0 0
-1 —4
Eine Basis des Nullraums ist { { 5 } , { 0 } 5 Pp.
0 0

(b) Geben Sie eine partikuldre Lésung des Problems

Az = Summe der Spalten von A

|

an, deren erste Komponente gleich 0 ist.

1 —1
Ldsung Tallgemein — |:%:| +c |: é :| + c2 |:

0
1
1 0 0
1 -1 0
Mit ¢; = 1,c; = 0 erhdlt man Zpargiewtar = [1 ]|+ | 3 | = | 7]
1 0 1
P
ZTpartikular = 1 5P.
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2. Sei

1 2 0
A=12 1 0
0 21

Gesucht sind die LU-Zerlegungen von A und AT.

(a) LU-Zerlegung von A: A= LU

Losung Zur Matrix U kommt man durch die Umformungsschritte

120 120 100 120
A—|0-30| >|0-30|=U=1|0-30 010|.
021 001 oo 1]loo1

Damit hat man (sogar) eine LDU-Zerlegung

1 0 0 1 00 120
A=12 1 0 0-30 010/,
0-2/31 001 001

die den Vorteil hat, dass man durch Transponieren sofort zur LU-Zerlegung von AT

kommt:
T T T
AT:[éZ{S] [6938] [% 1 8] :[%?8] [6938] {(1)%720/3]:[%(1)8] [(1)338]:L’U’
001 00 1 0-2/31 001l loo 1)Jlogo 1 001l lo o 1
1 0 0
L = [2 1 o]
0-2/31
U= [5338]
001
(b) LU-Zerlegung von AT: AT = L'U'
L= [%?8]
001
U= [3333]
001

3. Ich habe folgenden Mathematica-Output erhalten:

In[2]:= NullSpacel[A]

Out[2]= {{2, -5, -4, 5, -1, 0, 1}, {3, -9, 5, 0, -1, 1, 0}}
In[3]:= NullSpace[Transpose[A]]

Out [3]= {}

2.5 P.

2.5 P.

2.5 P.

2.5 P.



Lésung Der Nullraum von A hat eine Basis aus zwei Vektoren, hat also die Dimension
zwei. Die Vektoren der Nullraumbasis haben sieben Komponenten, also hat A sieben Spalten.
Der Zeilenraum von A hat Dimension fiinf, ndmlich Spaltenzahl minus Nullraumdimension.
Damit ist auch der Rang von A und die Dimension des Spaltenraums fiinf. Der Nullraum
von AT hat eine leere Basis, er besteht also nur aus dem Nullvektor und hat Dimension null.

(a) Welche Dimension hat der Spaltenraum von A?

dimC(A) = 5 2P
(b) Welche Dimension hat der Nullraum von A?
dimN(A) = 2 2P
(c) Welche Dimension hat der Zeilenraum von A?
dim C(AT) = 5 2P,
(d) Welche Dimension hat der linke Nullraum von A?
dim N(AT) = 0 2P,
(e) Welchen Rang hat A?
rank A = 5 2 P.

4. Finden Sie eine Matrix A, die die Eigenwerte A\; = 2 und A; = 3 mit zugehdrigen Eigenvek-

toren z; = [}] und zo = [}] hat.

Losung

S=SAS'=[}1][33]L[4 )] = [1 ”2]-

A= [ ! 1/2} 10 P.

—4 4

5. Die Vektoren

1 1 1
A= |t , B= -1 ,c= 0
1 0 1
0 0 0

sollen orthogonalisiert werden. Wie man sieht, sind A und B schon orthogonal. Welches C
erhélt man mit Gram-Schmidt? (Normierung auf 1 ist nicht verlangt.)

Losung

Q
|

o

Sy

I
—
OO
[

\

w|n
—
O =



—1/6
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6. Sei ) 9 1
A:[l 1 1-|

[0 0 1J'

(a) Wie lautet der Projektor P auf den Spaltenraum von A?
Lésung A ist singulédr und zur Konstruktion eines Projektors nicht geeignet. Stattdes-
sen betrachte B = [z H B hat den gleichen Spaltenraum wie A, hat aber maximalen

Spaltenrang. Ein Projektor, der auf den Spaltenraum von B projiziert, projiziert auch
auf den Spaltenraum von A.

[2 1 2 1]T
=111 11
01 01
21 1/2 71/2} [2 1}T
= (3] [0 w0 ][5
5/6 1/3 —1/6
= [ 1/3 1/3 1/3 }
~1/61/3 5/6
5 2 -1
P = % [ 2 2 2 }
12 5
(b) Welchen Rang hat P?
Lésung Der Rang des Projektors ist die Dimension seines Bildraumes.
rank P = 2

(c) Welche Eigenwerte hat P?

Lésung Jeder Projektor hat nur 0 und 1 als Eigenwerte. Da der Bildraum unseres
Projektors zweidimensional ist, hat er den Eigenwert 1 doppelt.

Eigenwerte: 1,1,0

7. Gegeben sind die (¢,y)-Wertepaare (0, 3),(2,4),(4,3). Sie sollen nach der Methode der
kleinsten Quadrate durch eine Gerade der Form C + Dt gefittet werden.

Lésung

10 P.

5 P.

2P

3 P.



Im Idealfall erfiillen die Koeffizienten C, D die Gleichung

IR

Die Gleichung hat aber keine Ldsung, da ihre rechte Seite nicht im Spaltenraum der System-
matrix liegt. Ersatzweise 16sen wir

R e AELE
also
[g 260] [g] = [%8]

Wir erhalten als Komponenten der Naherungslésung D = 0,C = 10/3.

(a) Wie lauten C und D?

c,D=| 10/3,0 5P.

(b) Wie grof ist die Summe der kleinsten Quadrate?

Lésung Die Summe der kleinsten Quadrate ist die Lénge des Fehlervektors “rechte
Seite minus Systemmatrix mal Ndherungsvektor” zum Quadrat, also

108 e T3 = [24] - 13

Summe der kleinsten Quadrate= 2/3 5P.

2
=2/3.

whkw

8. Hasenpopulation h(¢) und Fuchspopulation f(¢) eines Biotops entwickeln sich nach

dp _ 1 1

wih=3h—3

4f=h-J
(a) Wie lauten die Eigenwerte der Systemmatrix?

Lésung Die Systemmatrix ist [1{3 11{3} . Sie hat die Eigenwert 0 (da sie singuldr ist)
und —2/3 (den Wert ihrer Spur).

AL, Az = -2/3,0 3 P.

(b) Geben Sie zugehdrige Eigenvektoren an.

T1,Ty = [1{3],[%] 3 P.




(c) Sei h(0) = 30 und f(0) = 12. Welches Gleichgewicht stellt sich ein, d.h. welcher Wert

ergibt sich fiir lim;_, o [’;8 } ?

Lésung Der Anfangswerte-Vektor hat die Eigenvektordarstellung [39] = 39[1]-27 [1{3 ].

Die Losungsfunktion lautet daher [’;Eg] =39[1]—27e (2/3) [1{3]. Sie hat den Grenz-

wert [33].

limg o0 [ 5] = 3] 4P

9. Gegeben ist die Markov-Matrix

[1/2 1/2 1]
M=1{1/2 0 0.
[0 1/2 oJ

Der Eigenwert A\; = 1 ist einfach.

(a) Wie lauten die Eigenwerte Ay und Ag?

Lésung trace M = 1/2,det M = 1/4. Fiir die restlichen beiden Eigenwerte hat man
also die quadratische Gleichung A2 — %)\ + % = 0. Sie hat zwei konjugiert komplexe
Lésungen. Diese sind die restlichen beiden Eigenwerte.

Ao, Az =| (1/4)(=1+ v/31),(1/4)(—1 — V/34) 4 P.

(b) Berechnen Sie das Produkt Ay As.

Aodg = 1/4 3 P.

(c) Geben Sie einen Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 1 an.

3 P.
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